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Avant-propos 


Le calcul opérationnel s’est constitué en discipline analytique 
à la fin du XIX siècle. Toutefois on le retrouve déjà dans les tra- 
vaux classiques de Leibniz, Bernoulli, Lagrange, Laplace, Euler, 
Fourier, Poisson, Cauchy. Le calcul opérationnel a réalisé d’impor- 
tants progrès au cours des dernières décennies grâce essentiellement 
aux travaux des mathématiciens soviétiques et polonais. 

Les méthodes du calcul opérationnel se prêtent bien à la résolu- 
tion de nombreux problèmes complexes dans des disciplines aussi 
variées que la physique mathématique, la théorie des fonctions spé- 
ciales, le calcul d’intégrales, la sommation de séries de fonctions, la 
théorie des nombres, l’automatique et la télémécanique, la théorie 
de l’asservissement et de la commande, la mécanique, l’électrotechni- 
que, la radiotechnique, la transmission de la chaleur, etc. 

En quoi consiste le calcul opérationnel ? Un opérateur de déri- 


. d « Fr Fr . r r . 
vation, =, est considéré comme une quantité algébrique sur laquelle 


on effectue les mêmes opérations que sur des nombres ordinaires. 
L'introduction de fonctions de l'opérateur de dérivation conduit 
à de nouveaux opérateurs. L'utilisation des fonctions de l’opérateur 
de dérivation en analyse mathématique a donné naissance à un « cal- 
cul symbolique » qui a établi les règles formelles d'application de ces 
opérateurs à des fonctions définies sur la droite numérique tout entière. 
Dans le but de résoudre des équations différentielles avec des condi- 
tions initiales données, le physicien Heaviside (1850-1925) [16, 17] 
a envisagé le calcul opérationnel pour des fonctions définies sur 
l’axe numérique et a réussi à résoudre de nombreux problèmes appli- 
qués. Il a proposé des règles formelles de manipulation de l’opéra- 
teur de dérivation _ et de certaines fonctions de cet opérateur. 
À noter que les opérations formelles ont été utilisées dans d'autres 
disciplines. Nous avons en vue les opérations sur les nombres irra- 
tionnels et les nombres complexes dont l’usage est bien antérieur 
à l’élaboration de théories rigoureuses de ces nombres. Mais Heaviside 
a fait peu cas de la justification de ces méthodes. D’innombrables 
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travaux ont été entrepris pour asseoir le calcul opérationnel qui 
commençait à rayonner. 

Le premier du genre fait intervenir la transformation de Laplace. 
Cette approche ne fait plus appel à l'opérateur de dérivation et aux 
fonctions de ce dernier, elle se base essentiellement sur la méthode des 
intégrales de contour et la théorie des fonctions d’une variable com- 
plexe. 

Dans les travaux [6] et [25] le calcul opérationnel repose sur la 
théorie générale des opérateurs linéaires. On sait que cette théorie 
étudie des « fonctions d'opérateurs » au sens général. Elle établit 
en effet une correspondance entre un ensemble de fonctions et une 
classe d'opérateurs, qui à toute fonction À (À) associe un opérateur 
F (À) bien défini et telle qu’à la fonction unité F (À) = 1 est associé 
l'opérateur unité Æ, et à la fonction F (À) — À, l'opérateur À. En 
toute rigueur, il est question ici d’un isomorphisme entre une classe 
d'opérateurs et une classe de fonctions qui fait correspondre à la 
fonction unité l’opérateur unité, à la fonction F (À) — À l'opérateur 
À, à la somme F, (À) + F, (À) et au produit #, (à) F, (à) de fonctions 
la somme et le produit des opérateurs respectifs. La transformation 
de Laplace réalise cette correspondance entre un ensemble de fonc- 
tions d’une variable complexe et un ensemble d'opérateurs. 

La justification du calcul opérationnel qui s’appuie sur la trans- 
formation de Laplace a grandement restreint le champ d'applications 
du calcul opérationnel basé sur les fonctions transformables-Laplace. 
On peut néanmoins remédier à cela en revenant à l'interprétation 
des symboles de Heaviside moyennant une généralisation adéquate 
de la notion de fonctions. Cette voie a été préconisée par Mikusinski 
[24] qui est revenu à la notion initiale d'opérateur et s’est passé 
de la transformation de Laplace. 

La justification de Mikusinski part d’une algèbre sur des fonc- 
tions dans laquelle le rôle du produit est imparti au produit de convo- 
lution. Mikusinski a exclu l'intégrale de Laplace et, partant, les 
conditions assujettissant les fonctions étudiées à l'infini. Cependant 
cette approche n'est pas satisfaisante à tous les points de vue, car 
l’intégrale de Laplace simplifie très souvent les formules du calcul 
opérationnel. L’exclusion de l’intégrale de Laplace complique l’étude 
de la structure du corps d’opérateurs, car elle est l’unique outil 
naturel de représentation des opérateurs par des fonctions d’une 
variable complexe. Dans les travaux [9] et [10] on introduit la trans- 
formation généralisée de Laplace qui établit un isomorphisme entre 
le corps des opérateurs de Mikusinski et un corps dont les éléments 
sont des sous-ensembles de fonctions d’une variable complexe. La 
transformation généralisée de Laplace a été étudiée par L. Berg 
dans [2] où il introduit la notion de convergence asymptotique de 
l’intégrale de Laplace. 

La solution la plus rationnelle devrait s'en tenir à la notion initiale 
du calcul opérationnel sans pour autant exclure l'intégrale de La- 
place. Dans le calcul de Mikusinski le produit par une constante prend 
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une double signification: un produit ordinaire et un produit de con- 
volution par une fonction égale à une constante. Aussi a-t-on intérêb 
en algèbre de Mikusinski à remplacer le produit de convolution par 
sa dérivée par rapport à la limite supérieure. À noter que les deux 
produits se confondent. Gette approche est proposée par les auteurs 
dans [10]. C'est la voie suivie par L. Berg dans sa monographie [1]. 
Le calcul opérationnel est systématiquement développé dans de 
nombreux travaux publiés en russe. 

Le calcul opérationnel doit beaucoup à l’école polonaise dont les 
plus brillants représentants en l'occurrence sont Mikusinski, Ryll- 
Nardzewski, Slowikowski, Bittner, Sikorski, Bellert, Wlodarski. 
À signaler encore E. Titchmarsh qui est l’auteur du fameux théorème 
du produit de convolution. G. Doetsch a apporté une appréciable con- 
tribution à la théorie de la transformation de Laplace. L. Berg 
a consacré d'importants travaux aux nouvelles orientations du calcul 
opérationnel. I. Chtokalo s’est penché sur l’histoire du calcul opéra- 
tionnel dans [51]. 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 
ET TRANSFORMATION DE LAPLACE 


$ 1. Notions fondamentales d’analyse complexe 


1. Nombres complexes et fonctions d’une variable complexe. Les 
notions fondamentales de la théorie des fonctions d’une variable 
réelle (fonction, limite, continuité, dérivée et intégrale d’une fonc- 
tion, etc.) se transposent pratiquement sans changement à la théorie 
des fonctions d’une variable complexe, mais avec un contenu foncière- 
ment différent. Dans le cours d’algèbre élémentaire, on étudie les 
nombres complexes, les opérations arithmétiques sur eux et leur 
représentation géométrique par des points du plan. Par analogie 
avec une fonction d’une variable réelle y = f (x), une fonction 
d’une variable complexe est notée w = f (2) si est donnée une loi 
qui à chaque point z = x + iy d’un ensemble M, associe un point 
ou un ensemble de points w = u + iv. Dans le premier cas, La fonc- 
tion w = f (z) est univalente, dans le second, multivalente. L'ensem- 
ble M est l’ensemble de définition de la fonction f (z), l'ensemble NW 
de toutes les valeurs prises par f (z) sur M est l’ensemble de variation. 
Si, en théorie des fonctions de variable réelle toute fonction est repré- 
sentée par un graphe sur un plan, en théorie des fonctions d’une 
variable complexe cela est impossible, car à tout couple de nombres 
réels (x, y) est associé un couple de valeurs réelles (u, v) à l’aide des 
expressions 

JG) = f(x +iy) = w = u(x, y) + iv (x, y). 
On obtient une illustration géométrique suggestive de cette relation 
fonctionnelle si l’on comprend la fonction w — f (z) comme une appli- 
cation des points z (x, y) du plan complexe (2) sur des points w (u, v) 
du plan complexe (w). 
L'expression 
2=rÉiy = rer 

est la forme exponentielle du nombre complexe 2; r = |2z | = 
— Vx? + y?>0 est le module, il est défini de façon unique: D — 
— Arg z est l'argument, il est connu à 21 près. En dehors du sym- 
bole Arg z, qui désigne l’ensemble de toutes les valeurs de l’argu- 
ment, on utilise souvent le symbole arg pour désigner une valeur 
bien définie de Arg. 
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Etudions l’application w = f (z) sur l’exemple de Ia fraction 
rationnelle simple w = re On a manifestement | w | = TT , donc 


l’application w — 1 fait correspondre au cercle | z | = 1 du plan 


|z| 


ty 


Fig. 1 


(z) le cercle | w | = 1 du plan (w), au domaine | z | 1 le domaine 
|w | => 1, et au domaine | 2 | = 1 | w | < 1 (fig. 1). Pour construire 
les points obtenus par l’application de (z) sur (w) mettons z sous 


la forme z — |2 | e®. Il vient w — TA Supposons tout d’abord 


que |Z2 [>> 1. Traçons à partir de z les tangentes au cercle unité 


Fig. 2. 


(fig. 2). La corde qui joint les points de tangence coupe Oz en un 
point w qui, d’après un théorème connu de géométrie, est situé à la 


e { s e LA s e Lé 
distance TE de l’origine des coordonnées. Le point w conjugué 


de w est le point cherché. Si |z | < À on obtient le même résultat 


mutatis mutandis [19]. 
2. Limite d’une suite de nombres complexes. La limite d’une suite 


de nombres complexes se définit formellement comme celle d’une 
suite de nombres réels. 
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Définition 1. Une suite de nombres compiexes {z,} admet 2, 
pour limite si pour tout nombre positif & aussi petit que l’on veut, existe 
un nombre naturel N tel que l'inégalité n > N entraîne 


[Zn — 20 [<< €. 


Géométriquement cette définition signifie que quelque petit 
que soit €, on affirme que tous les points de la suite {z,} seront, 
à partir d'un certain ŸV, compris dans un disque de centre z, et de 
rayon &. Si la suite {z,} a pour limite z, on écrit 


lim Zn — 29 où Zn —} Zoo: 


Une suite possédant une limite est dite convergente. Une suite 
{z,} est bornée si existe un nombre M tel que | 2, | << M (n = 1, 
2, à, .). Toute suite convergente est forcément bornée. Tous 
les théorèmes démontrés sur les limites en analyse des fonctions 
d’une variable réelle s'étendent à l’analyse complexe sans change- 
ment. Dans le plan réel, on distingue deux points à l'infini: +oo 
et —oco. Dans le plan complexe, il n'existe qu’un point à l'infini 
désigné par oo. Une suite de nombres complexes {z,} admet une 
limite infinie, 1.e. 

lim Zn = © où Z, — oo, 


si pour tout nombre positif M aussi grand que l’on veut on peut 
exhiber un nombre À tel que n > N entraîne | z, | >= M. Dans le 


plan complexe, la relation z, — o équivaut à lim |2z, | — œ ou 
lim | — —= (0. Géométriquement lim z, — o veut dire que quelque 
n 


grand que soit le rayon M du disque centré en l’origine des coordonnées, 
tous les points z, seront situés à son extérieur à partir de l’un d'eux. 

3. Quelques notions géométriques. Arrêtons-nous sur quelques 
notions géométriques qui joueront un rôle important dans la suite. 

Définition 2. On appelle e-voisinage d'un point 25 le disque 
de rayon & centré en 20, t.e. l’ensemble de tous les points z tel que 
|Zz— 20 | €. 

Définition 3. On appelle domaine du plan complexe un ensemble 
D de points qui est 

1) ouvert, i.e. qui renferme tout point avec son voisinage; 

2) connexe, i.e. deux points quelconques de D peuvent être joints 
par une ligne polygonale située toute entière dans D. 

Comme exemple simple de domaine citons les e&-voisinages des 
points du plan complexe. 

Définition 4. On appelle point frontière d'un domaine D un point 
n'appartenant pas à D, mais dont tout voisinage contient des points 
de D. 

Définition 5. On appelle frontière du domaine D l'ensemble 
de tous les points frontières de D. 


Définition 6. On appelle domaine fermé D la réunion de D 
et de sa frontière T. 
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Nous allons examiner ici des domaines dont les frontières sont 
composées d’un nombre fini de lignes fermées c;, de coupures Y; 
et de points œx (fig. 3) (nous ne définirons pas ces notions). Les 
lignes et coupures sont supposées différentiables par morceaux, 


Fig. 3 


c'est-à-dire composées d’un nombre fini d’arcs différentiables par 
morceaux (i.e. d’arcs à tangente continûment variable). 
Définition 7. On dit qu’un domaine D est borné s'il appartient 
à un disque |z | << À. 
Définition 8. On appelle ordre de connexité d'un domaine borné D 
le nombre de parties connexes qui composent sa frontière. 
Définition 9. On appelle domaine simplement connexe un domaine 
à frontière connexe, i.e. composée d'une partie connexe. 
Définition 10. On appelle sens positif de parcours de la frontière 
d’un domaine simplement connexe le sens qui laisse ce domaine à gauche. 
4. Limite, continuité, dérivée d’une fonction d’une variable 
complexe. Les définitions de la limite d’une fonction f(z) lorsque 
Z — Z,, de sa continuité et de sa dérivée se calquent sur le cas réel. 
Supposons que la fonction w = f (z) est définie et univalente en 
un voisinage du point Z9 = xo + iÿo sauf peut-être en le point 2. 
Définition 11. La fonction f (z) admet une limite pour 2 — 2,, 
notée lim f (z), si existent les limites 


Z+2) 
limu(x,y)=uo et limv(x,y)=0; 
XX) XXo 
Y—+Vo Yÿ—+Vo 
et de plus 


lim f (2) = u9 + io = Wo. 
Z—+19 
Définition 11 (en termes d'e-voisinage). Une condition néces- 
saire et suffisante pour que lim f(z) = w, est que quel que soit & >> 0 


Z29 
il existe un Ô >> O tel que pour tous les points de Ô-voisinage (sauf 
peut-être au point Z,) Les points correspondants w soient situés dans 
e-voisinage du point wo, i.e. l'inégalité 0 < | z — 2, |  Ô implique 
[f () — wo | < 8. 
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Les relations 
limf(z)=wo, limf(z}=o, limf(z) = oc 


Z + O0 Z2), 
se définissent comme plus haut pour la limite d’une suite. 
Définition 12. Une fonction f (z) est continue en 20 si elle est 
définie en un voisinage de ce point (y compris au point z)etlim f (2) — 


2219 

mn Î (Zo). Le 0 e. e Lé s 
Il est évident qu'une condition nécessaire et suffisante de conti- 
nuité de la fonction j (z) est que les fonctions x (x, y) et v (x, y} 


Fig. 4 


soient continues au point (xs, Yo). Autrement dit, la fonction f (2) 
est dite continue au point Zz, si quelque petit que soit le nombre 
e > (), il existe un Ô > 0 tel que l’image du disque | z — z, |  Ô 
soit contenue à l’intérieur du disque de centre w, = f (z,) et de 
rayon € dans le plan (w) (fig. 4), i.e. |z — z9| << Ô entraîne | f (2) — 
— f (zo) | < €. 

Définition 13. Une fonction j (2) est continue sur un domaine D 
si elle est continue en chaque point de ce domaine. 

Les fonctions continues sur des domaines fermés ainsi que sur 
des lignes fermées ou des intervalles de lignes fermées jouissent des 
propriétés ordinaires des fonctions continues sur des intervalles 
fermés, plus exactement, toute fonction w = f (z) continue et bornée 
sur un ensemble fermé D prend sa plus grande et sa plus petite valeur 
en module et est uniformément continue sur D. 

La dérivée d’une fonction d’une variable complexe se définit 
comme en analyse. Soit l'expression 

f (z+ Az) — f (2) 
à (1.1) 
où Az = Ax + iAy (fig. 5). 

Si l'expression (1.1.) admet une limite lorsque Az — 0, la fonc- 
tion } (z) est dérivable au point z et admet en ce point une dérivée 
égale à cette limite, notée 

4 (2) = lim LUF 10) | 
Az—æ0 < 
15 


La limite ne dépend pas du chemin suivant lequel le point z + Az 
tend vers z. En d’autres termes, la limite ne dépend pas de la « façon » 
dont l’accroissement Az tend vers zéro. Dans le domaine complexe 
il existe une grande latitude dans le choix de ces « façons », c’est 
pourquoi la propriété de dérivabilité d’une fonction d’une variable 
complexe est bien plus rigide que la condition de dérivabilité d’une 

fonction d'une variable réelle. La 
(2) condition de {dérivabilité dans le 
domaine complexe entraîne immé- 
diatement l'existence des dérivées 
de tous les ordres. 

Considérons deux chemins (cf. 
fig. 5) suivant lesquels le point 
z + Aztend vers z: 1) Ay == 0, i.e. 
lorsque Az —+ 0 le point z + Az —- 
— 4 sur une droite parallèle à l’axe 
Ox; 2) Ax = 0, i.e. lorsque Ay —+ 

Fig. 5 —+ 0 le point z + Az —zsur une 

droite parallèle à l’ axe imaginaire, 

et établissons les corollaires découlant de la condition d'’indé- 

pendance de Ia limite par rapport au chemin suivant lequel z + Az 

tend vers z. Représentons la fonction w = f (z) par la somme w — 

= f(z) = u (x, y) + iv (x, y) et supposons que les fonctions 

u (x, y) et v (x, y) possèdent au point (x, y) des dérivées partielles 
continues du premier ordre. Soit la relation 


Af(z)_u(x+Axz, y+Ay)+iv(r+ Az, y+Ay)—u(x, y)—iv(x, y) 
Az Ax+ iAy : 


En faisant Ay—0, on obtient 
u(x+Ax, y)+Hiv(z<+Ax, y)—u(x, y)—iv(x, y) _ 


lim 
Ax 0 Az 
|. u(x—+ Az, y)—ul(x, #) ; in v(t+ Az, y)—vi(x, y) 
Ax— 0 Ax Ax 0 Ax 
ôu . dv 


En faisant Az—0, il vient 


lim u (x, y—+ Ay)—+iv (x, y + Ay)—u (x, y)— iv (x, y) 


Ane6 iAy 
= ji Ne ue), ee vou bp) 
a tAy Fe Ay 
=; bu | & 
se + x (1.3) 
Les équations (1.2) et (1.3) entraînent 
ôu _dw, Ou ôv (1.4) 


0x  0y dy 6x 
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Les relations (1.4) qui doivent être vérifiées par les dérivées 
partielles des parties réelle et imaginaire de la fonction j (z) tradui- 
sent mieux que toute autre la condition de dérivabilité d’une fonction 
d'une variable complexe. 

Les équations (1.4) s'appellent conditions de Cauchy-Riemann. 
Il est aisé de montrer qu'on est conduit à ces conditions quel que 
soit le chemin suivant lequel z + Az tend vers 2. 

Définition 14. Une fonction jf (z) dérivable en tout point d’un 
domaine D est dite analytique ou holomorphe (on dit encore régulière 
ou monogène) dans ce domaine. 


Si la fonction f(z)}=u—+iv est analytique dans un domaine D, 


: Fine : u ôu Ov Ôv s 
il existe les dérivées partielles —=, À 7 et Sy Jui partout 


dans D vérifient les équations (1.4). 

La définition d'une fonction analytique suppose son univocité 
dans le domaine D. Les propriétés ordinaires de la dérivation sont 
valables puisque la définition de la dérivée f” (2) coïncide formelle- 
ment avec celle de la dérivée d'une fonction d’une variable réelle 
et que les propriétés ordinaires des opérations algébriques et le 
passage à la limite se généralisent aux fonctions d’une variable 
complexe. On a 


(2) + g()=f () + g' (0), (1.5) 
— [f (2 8 (2)1=f (2) 8 (2) +f (2) 8° (), (1.6) 
[Ha T-sor ere A7) 
TR EGG)=S FO (1.8) 


Les formules (1.2) et (1.3) entraînent aussitôt 


; ___ dw  ôu . dv Ov . OU  ôu . OU  ôv . OÙ 
PR ae 


9. Liens entre fonctions analytiques et fonctions harmoniques. 
Une fonction uw (x, y) de deux variables réelles définie dans un 
domaine D est par définition harmonique *) si elle possède des dérivées 
partielles secondes continues et vérifie l'équation de Laplace 

ô?u ou 

Les conditions de Cauchy-Riemann entraînent immédiatement 

que les parties réelle et imaginaire de la fonction f (z) = u (x, y) + 


*) Les fonctions harmoniques de trois variables vérifiant l'équation 
Au — RATE DE RUE uent un rôl ssi important 
= PE + 322 JO u e aussi important. 
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+ iv (x, y) analytique univoque dans le domaine D sont harmoniques 
dans 2. Deux fonctions uw (x, y) et v (x, y) harmoniques dans D 
et vérifiant les conditions de Cauchy-Riemann sont dites conjuguées. 
Soient données, par exemple, les fonctions analytiques: 

fé) =z=z+iy, fo) = À = (a — y) + i2xy, 

fa) = 2 = (2° — 8xy?) + à (8x°y — vf). 
En vertu de ce qui précède, les fonctions 

Z, y, 2? — y, Dxy, ax — Sxy?,  Bx?y — y° 


sont harmoniques. 

Inversement, si est donnée une fonction uw (x, y) harmonique 
dans un domaine simplement connexe D, en appliquant les condi- 
tions de Cauchy-Riemann on peut lui trouver sa conjuguée harmoni- 
que v (x, y) et, partant, la fonction analytique f (z) = u + iv. 
Soit donnée, par exemple, la fonction harmonique 


u (x, y) = e* cos y. 


La première des conditions de Cauchy-Riemann donne 


Ov Ou x 
Fri 3x — € COS, 
d’où 

UV (x, y) = | e* cos y dy —=e”siny +G(x). 
La seconde donne 

Ov Xe , __ 0u X _e 

er onl - sin y +G@ (x) = Fr —€ Siny, 
d'où il vient 

G' (x) = 0, i.e. G (x) = c (c est une constante). 
Posant c — 0, on obtient 
v (x, y ) = e* sin y. 


« 


On est ainsi conduit à la fonction analytique 
w = f (z) = e* (cos y + i sin y) = 
i.e. on obtient une fonction exponentielle prolongée dans le domaine 
complexe. Comme 
en2mi 1 (n=0, +1, +2, ...), 
il vient 
e—eztn2m (n—=0, +1, +2,...), 
d'où il suit que dans le domaine complexe, la fonction exponentielle 
est périodique et de période 2ni. En vertu de (1.9) sa dérivée est 
Oez _ eZ __ 1 0e? __ x 2 DZ 
enr TE TÉL (cosy +isiny)=e. 
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Dans le domaine complexe, les fonctions trigonométriques se 


définissent comme suit: 
} eiz — eiz eiz L er iz 
SiNZ2=———, COS= ——— 
2i 2 


La formule 


Sin Z COS Z 
tg z — , Cig2—=—, 
COS Z sin z 


? 


e = cos 2 + isinz 
qui lie des fonctions trigonométriques à la fonction exponentielle 
s'appelle formule d'Euler. 

À signaler une importante propriété géométrique des composantes 
harmoniques w (x, y) et v (x, y) de la fonction analytique f (2). Les 
équations u (x, y) = ©, et v (x, y) = c, sont les équations de deux 
familles de courbes à un paramètre du plan (x, y), dont les pentes 
sont données par 


ou 6v 
0x 0x 

1g @4 — Dr et tg & — à 
"êy ‘y 


d’où en vertu de la condition de Cauchy-Riemann (1.4), il vient 


tg Ai = — ou tgœtg %— —1, 


{ 
tg & 
i.e. les familles de courbes u = const et v — const forment un système 
de trajectoires orthogonales. 

6. Intégrale d’une fonction d’une variable complexe. La notion 
d’intégrale de fonction d’une variable complexe est capitale dans 
l'étude des propriétés des fonctions analytiques. Soit donnée dans 
un domaine D du plan complexe (z) la fonction univoque et continue 

— f (z) = u (x, y) + iv (x, y) et une courbe arbitraire c dérivable 
par morceaux appartenant à D avec ses extrémités À et B. Divisons c 
de façon arbitraire en petites portions par les points 2, = À, 2,, . .. 

.s 21 = B et considérons la somme 


Sn = À 1 (Ex) Am (1.10) 


OÙ 2 — 2h = Ag = Aty + iAy, et Ùr = Er + in, est un point 
arbitraire de la portion (2, Z,). La somme (1.10) s'appelle somme 
intégrale de la fonction f (z) calculée pour la présente subdivision 
de la courbe c et le choix en question des points 6. 

Définition 15. On appelle intégrale de la fonction f (z) le long 
de la courbe c et on note 


| SG) de=tim D f(x) Aux (4.11) 
C 1 CO k—1 
la limite des sommes intégrales (1.10) calculée pour une partition arbi- 
traire de c sous réserve que max | Az | — 0. 
RkR=1,2,...,n 
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Sous les conditions imposées à la fonction j (2) et la courbe c 
cette limite existe toujours et ne dépend ni de la partition ni du 
choix des points £, (théorème d'existence de l'intégrale). 

En effet, en partageant l’intégrale (1.11) en parties réelle et imagi- 
naire on aura 


| f(z) dz=lim >, {u Œns Na) Azx — 0 (Ex) Avr} + 
n—+ 00 k=1 


C 


+ilim D {v(Ex, ne) Are -+u (Ex, Me) Au}. 
N— 00 k=1 


D'où en vertu de théorèmes connus d’analyse on peut mettre l’inté- 
grale (1.11) sous la forme d’une somme de deux intégrales curvilignes 
de fonctions d’une variable réelle 


PIC di= | (u dx —v dy) +1 | (v dx +-u dy). (1.12) 


Soit Z—=2z(t) = x(t) + iy (t) l'équation paramétrique de la 
courbe c, avec 2 (t,) = À, z (t,) = B. En vertu de (1.12) et en sup- 
posant 


f (2) = fx () + iy ()]; de = (x° (8) + iy" ()] dt = 3° (à) dt, 
il vient 
la 
ÎfG)de= | f(2(0)7 (0 à. 
C l, 


De (1.12) il résulte visiblement que Îles intégrales de fonctions 
d’une variable complexe jouissent des propriétés usuelles des inté- 
grales curvilignes. En particulier, 


(af (9 +bg(o}di=a | f(nds+b( g(dzs, (113) 


| f (2) de = | f (à dz+ | f (x) dz, (1.14) 
Ci+Cs C, Ce 
[r@di= — |, (1.15) 


où a et b sont des constantes complexes, c, + c, la courbe, c la courbe 
confondue avec c mais parcourue dans le sens inverse. 

Enonçons encore une propriété de l'intégrale d’une fonction 
d’une variable complexe susceptible d'être utilisée dans l’étude 
des intégrales 


rade 1fe1d<mr, (1:16) 


C C 
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où M — max | f (z) | sur la courbe c et ? est la longueur de cette 
courbe. 

On s’assure sans peine que s'agissant de fonctions arbitraires 
d’une variable complexe, la valeur de l'intégrale dépend du chemin 
d'intégration. En effet, soient f (z) = x, z = x + iy et c1, C2 deux 
chemins d'intégration (fig. 6), € 
étant composé d’une ligne polygonale 
dont le premier segment est le seg- 
ment (0, a), et le second (a, a + ib), 
c, d’une ligne polygonale dont le 
premier segment est (0, ib), et le 
second (ib, a + ib). Les calculs mon- 
trent que 


| x di = + iba ; | sda= — 


C1 Ce 


Fig. 6 


Supposons maintenant que f (z) est 
analytique dans le domaine D et, par conséquent, remplit les con- 
ditions de Cauchy-Riemann 


Ou ôv. ôu ôv 
0x Ôy' y 0x * 


Les fonctions figurant sous le signe d’intégration dans les intégrales 
ji | (udx—vdy) et J= | (v dx + u dy) 
C C 


de (1.12) peuvent être représentées par des différentielles totales 


eu oÙ , . __ô 4 


OÙ qu .. 8... 


Ôôr  _*?  ôy ” oz Vo 
D'où il vient que les intégrales J, et J, de (1.12) et partant | Î (2) dz 


= LU. 


C 
ne dépendent pas du chemin d'intégration. Ce fait remarquable 
constitue le théorème de Cauchy suivant. 

Théorème 1. Si f (z) est une fonction analytique en tout point 
d'une domaine simplement connexe D les intégrales étendues à un chemin 
quelconque joignant deux points de D sont égales. 

Si À et B sont deux points quelconques du domaine D, c, et c, 
deux chemins arbitraires joignant ces deux points, alors on a l'égalité 


(fig. 7): 
| f (2) dz = | f (z) dz. (1.17) 


C1 Ce 
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Le théorème de Cauchy permet tout d'abord d'introduire l'inté- 
grale indéfinie d’une fonction analytique. En effet, fixons le point À 
et étendons l’intégrale à un contour joignant À à z 

Zz 


F(2= | f (0 dt. (1.18) 

À 
On peut étendre l'intégration à tout chemin joignant À à z, puisque 
l'intégrale ne dépend pas du chemin et, par conséquent, ne dépend 


Cf 
À C2 


Fig. 7 


que de z. La fonction F (z) s'appelle intégrale indéfinie de f (2). 
L'intégrale indéfinie de j (z) possède une dérivée égale à f (2). Dans 
nombre d'applications il est plus commode d'utiliser le théorème 
de Cauchy sous une formulation légèrement différente. 

Thécrème 1’. Sif (z) est une fonction analytique dans un domaine 
simplement connexe, l'un contour simple fermé contenu dans ce domaine, 
On a 


| (9 d=0. 


T 


Soit donné dans un domaine multiplement connexe D (lig. 8) 
un contour fermé simple c, i.e. un contour sans point double, com- 
prenant en son intérieur les contours fermés simples c;, Ce, . .., Cn 


Co 


Fig. 8 


extérieurs mutuellement l’un à l’autre. Si l’on suppose que la fonction 
f (z) est analytique dans un domaine (n + 1)-connexe limité par le 
contour c, parcouru dans le sens positif et les cx (k — 1, 2, ...,n) 
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parcourus dans le sens négatif, on aura 


| (9 di= | f (2) de + | f(ade+...+| f(z)dz. (4.19) 


La formule (1.19) traduit le théorème de Cauchy pour un domaine 
multiplement connexe. En effet, si l’on procède aux coupures 
Vus Vo + +, Yn Comme l'indique la figure 8, le domaine multiple- 
ment connexe devient simplement connexe. En intégrant le long du 
contour fermé indiqué par les flèches (cf. fig. 8) et tenant compte de 
ce que les intégrales prises sur les coupures s’annulent car celles-ci 
sont parcourues dans des sens inverses, on obtient la formule (1.19). 

A noter que les domaines dont l’intérieur renferme les contours 
Cr (k = 1, 2, ..., n) peuvent appartenir ou non au domaine d’ana- 
lyticité de f (z). 

Le théorème de Cauchy permet de déduire la formule de Cauchy 
fondamentale suivante qui donne l'expression d’une fonction analy- 
tique aux points intérieurs d’un con- 
tour fermé à l’aide des valeurs prises 
par cette fonction sur le contour en 
question 


1O= 7x | LE) 4. (120) (2 x 


Démontrons cette formule. Soit c 
(fig. 9) un contour fermé simple con- 
tenu entièrement dans un domaine 
simplement connexe D dans lequel Fig. 9 
f (z) est analytique, z un pointfixe du 
domaine limité par le contour c. La fonction à intégrer dans 
(1.20) est analytique dans le domaine D sauf en © = 2. Eliminons 
ce point en l’entourant d’un cercle # de centre zet de rayon r. La 
fonction considérée étant analytique dans la couronne limitée parc 
et £, on a en vertu du théorème de Cauchy 
JF) Ï Fed f (2) f (z)—f (0) 
| Fr Le de — a | Es 
C 


Dans les intégrales étendues au contour k, & est un point frontière 
du cercle |  — z | = r de sorte _ CG —r +rei®, dû = ireis et 


1 dt= if (z ap Qnif (2). 


S'agissant de la nn. oo en vertu de l'inégalité (1.16) 
on aura 


| LOTO ar |< 27 max | ETC) | 2 2x max | j (2) —f (0 | . 
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La jonction /(z) étant continue, la différence “ul f(0)| tend 
vers zéro avec r 0, donc, | 10 2 = 2nif (z) 0 


fo= | = dë. (4.21) 


C 


La formule de Cauchy est la clé de voûte de la théorie des fonc- 
tions d’une variable complexe. En l'appliquant on démontre sans 
peine que Ia relation aux différences 


f(a+Az)—f (2) 1 (EC 10 = 


Az _ 2niAz J Ü—2—Az 2niAz 
C C 


. f (£) 
— Zni ED C4 À 


tend vers la dérivée 


1110 
FO Tr © 


lorsque Az—>0. De là on déduit la formule intégrale générale 
de Cauchy 


fo (= lee dé (n=0,1,2,...). (1.22) 


De là découle l’une des principales propriétés des fonctions analyti- 
ques savoir qu’une fonction analytique est dérivable autant de fois 
que l’on veut et son expression et celle de ses dérivées sont données 
par la formule (1.22) en fonction de ses valeurs à la frontière. Donc 
l’analyticité d’une fonction de variable complexe dans un domaine 
fermé simple entraîne l'existence de toutes les dérivées d'ordre supé- 
rieur. 

Soit dans (1.22) z le centre du disque c de rayon p contenu dans 
D, M (op) le maximum du module de la fonction jf (z) sur c. On 
obtient alors la majoration suivante pour le module de la fonction 
et de ses dérivées: 


pe (2) | Los 270 = TE, n = 0, À, 22 .… (1.23) 


Ces inégalités s'appellent inégalités de Cauchy. 

En vertu de la formule de Cauchy, les valeurs d’une fonction 
analytique à l’intérieur du domaine s'expriment à l’aide des valeurs 
prises par cette fonction sur le contour de ce domaine. Ajoutons 
à cela qu’une fonction analytique est entièrement définie par ses 
valeurs sur une suite quelconque de points convergeant en un point 
intérieur du domaine où elle est analytique. 
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Théorème 2. Soient données deux fonctions f (z) et o (z) analy- 
tiques dans un domaine D et prenant les mêmes valeurs en une suite de 
points y, Go, + « ., An, + + - Convergeant vers a € D lorsque n —- co. 
On a f (z) = (2) ‘partout dans D. En particulier, ces fonctions sont 
confondues dans le domaine D si f (z) — @ (z) sur un segment appar- 
tenant à D. 

À noter que ce théorème appelé théorème d'unicité est partie 
intégrante d’un cercle de problèmes étroitement liés à l’une des 
plus importantes notions de la théorie des fonctions d’une variable 
complexe, la notion de prolongement analytique. Le problème du 
prolongement analytique consiste en ce qui suit. Soit f (z) une fonc- 
tion analytique dans un domaine D’ contenu dans un domaine D. 
On demande une fonction F (z) analytique dans D et coïncidant 
avec f (2) dans D’. En vertu du théorème d’unicité, si cette fonction 
existe, elle est unique. 

7. Séries de Taylor. Les séries de nombres et de fonctions sont 
etudiées en théorie des fonctions d’une variable complexe et d’une 
variable réelle. En outre les principales notions établies dans le 
domaine réel se transposent au domaine complexe. 

C'est notamment le cas de la convergence absolue, de la conver- 
gence uniforme, des séries entières. Supposons, par exemple, que 


2) fn (2) (1.24) 
=( 


est une série de fonctions de variable complexe, définies sur un ensem- 
ble de points £, 


Sn G)= 2 fr (2) 


la somme partielle des n + 1 premiers termes de cette série. On 
dit que la série (1.24) est uniformément convergente si pour tout 
& >> 0 il existe un VW (e) dépendant uniquement de & tel que pour 
n > AN (e) l’on ait 

| S ntm (2) —S (2) | LE 
quel que soit m natürel en tous les points de l’ensemble Æ. Désignons 


f(z)=limsS, (z). 


Une condition nécessaire et suffisante pour que la série (1.24) soit 
uniformément convergente sur l’ensemble E est que pour tout & >> 0, 
il existe un ŸV (€) dépendant seulement de &, tel que pour tous les 
n > N (&), on ait 


[f()—S, (2) 1 <e 


en un point quelconque z € E. 
Contrairement à la convergence uniforme d’une série de fonctions 
dans un domaine D, la convergence d’une série de fonctions sur tout 
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ensemble fermé borné de points de ce domaine est très importante. 


On dit que la série », f, (2) est uniformément convergente à l'inté- 
K=0 


rieur d’un domaine D si elle est uniformément convergente dans un 
domaine fermé quelconque D* & D. Toute série uniformément con- 
vergente dans D l’est sur chaque partie fermée D* de D. 

Le théorème suivant dû à Abel (1837) définit le domaine de con- 
vergence d'une série entière. 

Théorème 1. Si la série entière 


> ay (z— 20) (1.29) 


où a, Sont des nombres complexes, est convergente au moins en un point 
21 Æ 20, il existe un disque de rayon R et de centre 2, tel que la série 
(1.25) est convergente à l'intérieur du disque | z — z9 | << R et diver- 
gente à l'extérieur du disque | z — 2, | > R. Sur le cercle | z — 2, | — 
— R la série peut être ou convergente ou divergente. 

Le nombre À s'appelle rayon de convergence de la série entière. 
Lorsque le disque de convergence couvre le plan complexe tout entier, 
i.e. la série (1.25) est convergente pour tous les z finis, on pose À = co. 
Si le disque de convergence se réduit à un point, i.e. la série (1.25) 
n’est convergente en aucun point autre que z = Z,, on pose R = (0. 
En vertu du théorème de Cauchy-Hadamard le rayon de convergence 
d’une série entière vaut 


où limY|a, | est la limite supérieure de la suite | æ |, 2 | & |, 


Ni — C0 


LATE PR 


La série entière converge absolument et uniformément dans tout 
disque |Z— Z | < R, << R. A l’intérieur du disque |z—z, | << R, 
la série (1.25) est une fonction analytique f (2), quant à la série 
obtenue par intégration terme à terme de (1.25) le long d’un chemin 
entièrement contenu dans le disque de convergence, elle converge 
et n’est autre que l'intégrale de la fonction j (2). La dérivée se déduit 
par dérivation de la série entière. Un exemple élémentaire de série 
entière est la progression géométrique. 


1A+ztzi+,.. HILL... (1.26) 
La série (1.26) est convergente pour |z | << 1 et sa somme vaut 
| mt uns ve. 1—2t 1 
en Lztzt,,.+LotiLz )= lim — = 


Le rayon de convergence de (1.26) est égal à l’unité. 
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Théorème 3 (de Weierstrass). Si les termes de la série 
AO SAC EPL MCE TES (1.27) 


uniformément convergente à l’intérieur d'un domaine D sont analytiques 
dans ce domaine, la somme de la série de f (z) est également analytique 
dans D. Par ailleurs, les séries 


fo (2) +fi (+... + fn 7. ts (1.28) 


obtenues par une k-uple dérivation terme à terme de la série (1.27) 
sont également uniformément convergentes à l'intérieur de D et repré- 
sentent les dérivées d'ordre k de la somme de la série de f (2) dans D. 

Le développement des fonctions analytiques en séries entières 
se base sur le théorème suivant. 

Théorème 4. Toute fonction f (z) analytique dans un disque 
|z— z |  R centré en 2, est susceptible d'être représentée à l'inté- 
rieur de ce disque par la série de Taylor 


f(2)= D ay (2— 2)", (1.29) 


d 
= — SAN (z 20) = Br. er : (1.30) 


et ce développement est unique. Îci c, est un cercle de centre z, et de 
rayon R) cd R. 

En vertu de la formule intégrale de Cauchy (1.22), en un point 
quelconque 2 z, on à 


Ï (2) —. + À # dé, (1.31) 


où le point z est intérieur au contour c,. Su coonalë—z1—=R, 
et, d'autre part, | z -- z9 | << R,, puisque z est intérieur à c,. Utili- 
sons le développement 


SE SE SE RE 
C—z C—20—(2—2) C—-2 y 2220 C—2 > (+) . (1.32) 
C— 20 Vo 
Comme | 0 | Lg LA, la série (1.32) est uniformément convergente 


C— 
en & situés sur co Multiplions les deux membres de (1.52) par 


_ f (©) et intégrons terme à terme sur la courbe c4. En vertu 
de la formule (1.31), on obtient 


RE. f (©) f (0) 
fa= 5 | LS a 26 22)" Be | Gt osrr dés 


Co 
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Ou 


O0 


f (z) = 2 ay (Z— 20)" ) 
où, en vertu de la formule de Cauchy (1.22) 


__ Ï (0) Es 4.33 
dy | (Œ dt = e (1.55) 


À v+i 
2Ti : 7 Los 


Le développement de f (2) en la série de Taylor (1.29) est unique, 
puisque les coefficients a, sont définis de façon unique. En effet, 
en faisant z = z, dans (1.29), on obtient a, = f (2,). Dérivant la 
série entière (1.29), on aura 


f" (z) — È y (V) (z2— 20) et 


En posant z—2Z,, on trouve ai = f" (2). 
De façon analogue, il vient 


a, = 1), (1.34) 
LA 
et les coefficients (1.34) sont confondus avec (1.33). 

Donc, si l’on développe une fonction en série entière suivant les 
puissances (Zz — Z,) par deux méthodes différentes, les coefficients 
des deux développements en les mêmes puissances de (2 — z,) se 
confondent et sont ceux de la série de Taylor. 

On remarquera que le point z = z, en lequel f (z,) = 0 s'appelle 
zéro de la fonction f (2). Supposons que la fonction analytique f (2) 
est non identiquement nulle au voisinage de son zéro z,. On appelle 
ordre du zéro z, l'indice du premier coefficient non nul de Ia série 
de Taylor de la fonction f (z) au point z,. La fonction figurant sous le 
signe d'intégration de (1.31) étant partout analytique dans le disque 
de convergence c de centre Z, et de rayon À, sauï en & = z,, on peut 
déformer le contour c, en un contour fermé quelconque entourant 
le point z, et entièrement contenu dans le disque de convergence c. 

On appelle entiere une fonction dont la série de Taylor est partout 
convergente (quel que soit z fini). 

8. Séries de Laurent et points singuliers. Etudions maintenant 
les fonctions d’une variable complexe non analytique en tous les 
points de leur domaine de définition. On considérera des fonctions 
univoques aux points en lesquels ne sont pas remplies les conditions 
de Cauchy-Riemann. Ces points sont appelés points singuliers. Soit 
une fonction univoque f (2), analytique dans le domaine D, limitée 
par deux cercles concentriques de rayons R et r(rE]2R, OI) et 
de centre Z,. Traçons deux cercles concentriques 4, et K, de centre 2, 
et respectivement de rayons r, et R,, 0O<r<r,<R (fig. 10). 
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La fonction f (z) est analytique dans le domaine doublement 
connexe D, limité par les cercles k, et À, et sur ces cercles. Si l’on 
transforme le domaine doublement 
connexe D, en un domaine simple- 
ment connexe en effectuant Ja 
coupure mn et que l’on applique la 
formule intégrale de Cauchy pour 
tout z non situé sur cette coupure, 
on obtient 


to=5 [a 
K1 


1 ji@g (4:35) 


2Ti kRy C—2 


La coupure mn étant quelconque, 
la formule (1.35) vaut pour tous 
les z du domaine D,. Dans la pre- Fig. 10 


mière intégrale du second membre de (1.35), développons —_— en 


la série 
{ __ Â s | _ Z2— 2) V 
C— 2 s Ê— 29 : 1— 27729 =— 2: (=) ? (1.36) 
T—2 Ve 
qui est uniformément convergente en les & situés sur le cercle X, 
puisque c’est une progression géométrique de raison | > — 
"#0 


= QG, < 1. Dans la deuxième intégrale développons -— en la série 


C 
En 1. { ____ = C— 29 \Ÿ 
C—z  2—% = C—29 Z — 2, 2 ] , (1.37) 
Z — 29 = 


qui est aussi uniformément convergente en les 6 situés sur le cercle 
k, puisque c’est une progression géométrique de raison ie | 
—= 2 << 1. Portant (1.36) et (1.37) respectivement dans la première 
et la seconde intégrales de (1.35) et intégrant terme à terme, on 


obtient 


. ,  (& 
= D (2) 5 Peer 2 0 2 
=( K'1 


+ D Gap j7@ (E— 20)" dé, 


v—0 
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ou 


f (z) = 20 (Z — 29) + à Gy (Z2— 20)", (1.38) 
où l f (&) 
an | Tr (w—=1,2,...): 
k 0 
{ 
a ju Sr (v=0,1,2,...) (1.39) 
K; è 


Le développement (1.38) avec les coefficients (1.39) de la fonc- 
tion f (z) s'appelle série de Laurent. Si la fonction f (z) est analytique 
dans le disque 4.,, en vertu du théorème de Cauchy tous les a_, = 0 
et la série de Laurent coïncide avec celle de Taylor. La fonction 
f (z) étant analytique à l’intérieur de D, en vertu du théorème de 
Cauchy, on peut remplacer le contour d'intégration le long des cercles 
K, et À, par un contour Æ entièrement contenu dans D et parcouru 
dans le sens direct. En groupant les deux termes dans (1.38) on obtient 
la proposition importante suivante. 

Théorème 9 (de Laurent). Toute fonction f (z) analytique dans 
le domaine D, r << |z— z, | < R est représentable dans ce domaine 
par une série convergente de Laurent 


f (2) = À %% (z— 20)", 
7 a | 10 à (4.40) 


° 2 Kk (E—20)"*° 

Donc, le domaine de convergence de la série de Laurent est la 
plus grande couronne D où f (z) est encore analytique. Ceci étant 
les frontières de ce domaine contiennent au moins un point singulier 
chacune. Le cas le plus intéressant est celui où le centre de ces cercles 
z, est l’unique point singulier de la fonction f (z) à l’intérieur du 
disque 4,. La série (1.38) est alors convergente pour tous les z tels 
que 0 ]2— 2, [<< À. On dit alors que le point z, est un point 


singulier isolé. La partie à) a_, (2 — zs) * du développement (1.38) 
V=1{ 


est appelée partie principale de la série de Laurent. La série Da, (z — 
v=0 


— Z,)* qui est composée de toutes les puissances non négatives 
du développement est la partie régulière de la série de Laurent de Ia 
fonction f (z) au voisinage du point z,. Le point z, est appelé pôle 
d'ordre m si la partie principale de la série de Laurent ne contient 
qu’un nombre fini de termes et en outre a, est le dernier coefficient 
non nul. Dans ce cas la série de Laurent s'écrit 

œ 


f (2) = | 2 a (z2— 20)". 


= 
— — 
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Si la partie principale de Laurent contient une suite infinie de 
termes, le point z, est dit point singulier essentiel. On dit que le point 
Z, est un point singulier artificiel si la partie principale de la série 
de Laurent est identiquement nulle. Dans ce cas elle s'écrit 


f (z) = > ay (2 — 20)". 


v—=0 


Donc, si l’on définit la fonction au point Z,, en posant par exemple 
f (Zo) = ao, la fonction f (z) devient analytique au point z, et la 
« singularité disparaît ». 

On appelle fonction méromorphe dans un domaine D une fonction 
holomorphe dans D sauf aux points singuliers qui sont des pôles. 
Les opérations arithmétiques sur les fonctions méromorphes dans D 
conduisent à des fonctions méromorphes à la condition que le déno- 
minateur soit différent de zéro dans la division. 

Jusqu’ici nous avons étudié les fonctions f (z) de variable com- 
plexe dans des domaines susceptibles d'admettre le point à l'infini 
comme point frontière et non comme point intérieur. La définition 
de la dérivée en un point z impliquait également la finitude de z. 
Si un domaine D” contient le point à l’infini, i.e. contient tous les 
points extérieurs au disque | z | << À, les définitions de l’analyticité, 
du pôle, du point singulier essentiel et du point singulier artificiel 
restent en vigueur par la transformation z — _ qui amène le point 


à l'infini en l’origine des coordonnées. Si | z | + oo, alors & —+ 0, 
La fonction f (z), analytique pour les z finis tels que [z2[> AR, 


se transforme en une fonction analytique ®(&) pou 0<|ËÈ|< 7. 


Si p (6) est analytique aussi pour & — 0 on dit que la fonction f (2) 
est analytique à l'infini. Si le point & — 0 est un pôle d'ordre m, 
un point singulier essentiel ou un point singulier artificiel de la 
fonction ® (&), on dit que le point à l'infini est respectivement un 
pôle d'ordre m, un point singulier essentiel ou un point singulier 
artificiel de la fonction j (2). Le développement en série de Laurent 
de f (z) dans le domaine R << | z | < © est 


f (z) = Das 


Le point à l'infini est un point singulier artificiel si a, — 0 
pour v << 0; un pôle d'ordre m si a_m > 0 (m << 0) et a, — 0 pour 
v <T —m; un point singulier essentiel si existe une suite infinie de 
coefficients a, =£ 0 à indices négatifs. 
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Traitons quelques exemples simples. La fonction f (z) — _ 
7 #0 


admet en % un pôle d'ordre m. La fonction 


22 { T1 1 z+4 \V 
PO et 1 Ne RE (=) _ 
V— 
| { 5 Zz—A1 \V 
Re Fr 2 Con 2 
v=0 
possède un pôle d’ordre un aux points z — 1 et z = —1. A signaler 


que si la fonction jf (z) possède un pôle d'ordre m au point z = 2, 
sa multiplication par (2 — z,)” conduit à la fonction (z — z,)"f (2) 
analytique au point z = 2. 

Examinons la fonction transcendante entière 


—_ pe — 1 ca 7? 
f)=e/=l+ ++... 
au point à l'infini. Posons =. Il vient 


1 1 1 1 
Fr) etre 2 


D'où il suit qu’à l’infini la fonction e” possède un point singulier essen- 
tiel. Les fonctions trigonométriques sin z et cos z possèdent égale- 
ment un point singulier essentiel à l'infini. Si une fonction f (2) 
possède un point singulier essentiel en z — Z,, son produit par une 
puissance quelconque de (z — z,) n’est pas une fonction analytique 
en Zo. 

Le polynôme 


TG) = 0; Lars, Ea;2", (am 7 0) 


est une fonction analytique en tout point fini, possédant à l'infini 
A ( . A . , Â 
un pôle dont l'ordre est celui du polynôme puisqu'en posant & = — 


on obtient 


f(+)=9@=0++... +2 


9. Fonctions multivalentes. Les fonctions élémentaires jouissent 
souvent de propriétés nouvelles dans le domaine complexe. L'étude 
des fonctions multivalentes dans le domaine complexe semble pré- 
senter le plus d'intérêt. 

Soit la fonction w — VV z. Cette fonction est n-valente. Chacune 
de ses valeurs est définie par une valeur de l'argument z. Supposons 
que arg Z, est une valeur de l'argument z, et que le point z décrit 
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en partant de z, une ligne c ne passant pas par l’origine des coordon- 
nées. Désignons par arg z la valeur de l’argument qui varie conti- 
nûment à partir de arg Zo. 

On distinguera deux cas. 

4. La courbe c est fermée et ne contient pas le point z = 0 à l’in- 
térieur. : 

2. La courbe c (notons-la c) est fermée et contient le point z = 0 
à l’intérieur (fig. 14). 

Dans le premier cas, lorsque le point z décrit une fois la courbe c, 
le point w =Y/z,où y z est une valeur choisie de la racine, parcourt 


une fois une courbe fermée l. Les autres valeurs de w = ÿz définies 
par d’autres valeurs initiales arg z, décrivent des courbes fermées 


distinctes de [' seulement par une rotation d’un angle de — (k = 


=1,2,...,n—1{1). 

Dans le second cas, lorsque le point z décrit entièrement la courbe c 
dans le sens direct en partant de Z,, le point w — zne revient pas 
à son point de départ, car arg z subit un accroissement de 2x: le 


e e e "“ QT 
point w occupe une nouvelle position w,, où wi = w) (cos 
Q e QT e e e ue 
+ i sin — } est une valeur de y z, distincte de w,. Le point w— 7 z 
n 0 


ne revient à sa position de départ que lorsque la courbe c aura été 
parcourue n fois. Donc, si le domaine D ne contient aucune courbe 
fermée entourant le point z = 0, on obtient n fonctions continues et 
univalentes. Ces n fonctions s'appellent branches de la fonction multi- 
valente w = LE z et chacune de ces branches est une fonction analyti- 
que dans D. Si D contient au moins une courbe fermée entourant 
z = 0, il est alors impossible de distinguer les branches de z. 
Le point z = 0 en tout voisinage duquel il est impossible de séparer 
les nr branches univalentes de la fonction V2 est appelé point de 
ramification de cette fonction. 


3—0936 


La fonction logarithmique est un autre exemple de fonction 
multivalente. Celle-ci se définit comme la fonction inverse de Ia 
fonction exponentielle, de façon plus précise, on dit qu’un nombre w 
est le logarithme d’un nombre z si e” = z et l’on note w = In z. 
Si wi = Inz, w, = Inz,, la définition entraîne 


In z, + In z = In (2,22). 
En posant z, = |2|, z —=e*®67, on obtient 


Inz=Iin |z|<+iargz, 


où arg z désigne une valeur quelconque de l'argument z. La partie 
réelle de In z est univalente et définie de façon univoque, la partie 
imaginaire à 2kx près. La fonction logarithmique est donc une fonc- 
tion multivalente. Pour fixer les idées cette fonction multivalente 


est notée Ln z de sorte que 


Lnz=In|z|+iArgz=Inr+i(p + 2#n), 


où In z désigne une valeur quelconque de Lnz. 

En contournant le point z = 0, on passe (comme pour w — 7 2) 
d’une branche de la fonction w = Ln z à une autre en donnant ainsi 
un accroissement de 2x à la partie imaginaire de cette dernière. 
Le point z = 0 est un point de ramification de la fonction Ln z. 

Si le domaine D comprend au moins une courbe fermée entourant 
le point z — 0, les branches de la fonction Ln z ne peuvent être 
différenciées. Si le domaine D ne contient pas de courbes fermées 
entourant le point z — 0, on peut distinguer une infinité de branches 
continues et univalentes de la fonction multivalente w — Ln z. 

Donc, si la fonction j (z) est analytique au voisinage d’un point 
quelconque Z, et qu'après un tour complet autour de ce dernier ne 
prenne pas sa valeur initiale mais une nouvelle valeur, la fonction 
f (z) est multivalente et le point z, un point de ramification. 

10. Théorème des résidus (de Cauchy). Si une fonction univalente 
f (z) est analytique en un point fini z, et en un de ses voisinages, le 
théorème de Cauchy donne 


| f (z) dz=0, (1.41) 


C 


où cest un contour fermé simple quelconque, entièrement contenu 
dans le voisinage indiqué précédemment et renfermant 2. 
Supposons maintenant que le point Z est un point isolé singulier 
de la fonction f (z). L'intégrale (1.41) sera généralement non nulle. 
Cette valeur, ainsi qu’il découle du théorème de Cauchy (cf. $ 1, pt. 6). 
ne dépend pas de la forme du contour c et peut être calculée. En 
effet, au voisinage du point singulier 29 (0<]z—z, [<<r) la 
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fonction f (z) peut être développée en la série de Laurent 
f(2)=a0+a3(2— 20) +... +an(z—20) +... 
ER PR (1.42) 


Z— 29 (2— 20) 


uniformément convergente sur c, puisque c est contenu dans le voisi- 
nage de 2. 
Intégrant terme à terme (1.42) le long de c et eu égard à 


À (G—20)" d= 0 (m=0,1,2,...): 


| LIENS Ori : 
c 


dz EH 
a (n=2;:9,;:.:), 


on obtient la formule 


| f (2) dz= 2nia_. (1.43) 
C 
La valeur de l’intégrale _ ( f (z) dz est appelé résidu de la fonc- 


C 

tion f (z) au point singulier z,. En vertu de (1.43), le résidu est égal 
à 4-1 1.0. au Coefficient de la première puissance négative du dévelop- 
pement de Laurent. Dans bien des cas la formule (1.43) permet de 
calculer sans difficultés des intégrales de contour dans le plan com- 
plexe, moyennant une décomposition de la fonction f (z) en une série 
de Laurent au voisinage du point z,, dont il ne faudra déterminer que 
le coefficient de la première puissance négative. 

Appliquons la série de Laurent au calcul du résidu du point 
z, Qui est un pôle du premier ordre. Il vient l'égalité 


(z — 20) Ÿ (c) = a + ao (2 — 20) + a1 (Z — 20) +. .., 
d’où il suit pour z—+ 7, que 


a_1 = Res f (20) — lim (z — 20) f (z). (1.44) 


Si au voisinage du point z, la fonction f (z) est définie comme le 


quotient de deux fonctions analytiques en ce point, f (z) =, 
P (20) Æ 0, et Ÿ (zo) possède en z, un zéro du premier ordre, i.e. f (z) 
possède en z, un pôle du premier ordre, alors eu égard à la décom- 
position 


YW(z)=(2— 2) Ÿ! (20) + ER Y° (20) + ..., 
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il vient 


a, = Res f (2) M (z — 2) TE =. (1.45) 


Si le point 2, est un pôle d’ordre m de la fonction f (z), la série 
de Laurent s'écrit 


f (2) = Tr Gr or Ter + 


+ ag+d1(2—20)+...—= D av(2— 2). 
Le produit 
(z2— 20)" f (z) = 2 %% (z2—29)+" (1.46) 


est une fonction analytique au point zo. Dérivant (1.46) (n—1) fois 
et passant à la limite lorsque z — z, (il est impossible de porter 
directement z = z, dans la dérivée, puisque Z, est un point singulier 
de f (z)), il vient 


am = Res j (20) = pr lim rer ((a—m)"/(G)}. (1.47) 


Pour m = 4, la formule (1.47) se transforme en (1.44). 

Passons maintenant à l'étude du théorème fondamental des 
résidus. Soient donnés un domaine D dans lequel une fonction 
Ï (2) est analytique, un contour c, (fig. 12) sans point double contenu 


Fig. 12 


dans D et à l’intérieur duquel la fonction f (z) ne possède qu’un 
nombre fini de points singuliers isolés z, (v = 1, 2, ..., n). Com- 
prenons chaque point dans de petits contours fermés c, entièrement 
contenus dans le domaine limité par c, et extérieurs respectivement 
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l'un à l’autre. En vertu de (1.19), il vient 


En | f (2) d=— \ (a) az. (1.48) 


Ti 
Co R=1 CR 


Dans le second membre de cette égalité on reconnaît la somme des 
résidus des points singuliers z,. La formule (1.48) permet d’énoncer 
le théorème suivant des résidus. 

Théorème 6. L'intégrale d’une fonction f (z) étendue à un contour 
fermé cos, parcouru dans le sens positif et contenu dans un domaine où 
la fonction est univalente et analytique, sauf en un nombre fini de 
points singuliers isolés, et ne passant pas par ces points singuliers, est 
égale au produit par 2xi de la somme des résidus de tous les points singu- 
liers compris dans co, i.e. 


| f(e)dz=Qni S' Res / (2). (1.49) 


Co v=1 


Cet important théorème sera utilisé dans la suite pour l’inversion 
de l'intégrale de Laplace. 

11. Lemmes de Jordan. Pour obtenir des expressions commodes 
au calcul des intégrales de contour, dans la plupart des cas il importe 
de déformer dûment le chemin d'intégration. Les lemmes de Jordan 


suivants nous seront très utiles. 
g IT 
Lemme 1. Désignons les arcs de cercle |z2—01= Rn, —- < 


— L arg (2 — 6) < La respectivement par 
Cn Et Cne Supposons que lim À, = co. Si une fonction f (z) d’une 


Ti — C0 


variable complexe z tend vers zéro uniformément en arg z lorsque n — 0 
SUT Cn et Cn, alors 


< arg (G—0)<+ et 


1) lim f(etdz=0 si t<0, (1.50) 
n +00 en 
2) lim | etdz—=0 si t>0. (1.51) 


Puf 


Cn 


Démonstration. La fonction f (z) tendant vers zéro 


uniformément en arg z sur c\ et Ch, il existe un nombre NW (e) suf- 
fisamment grand (dépendant de e et non de z) tel que l’on a | f (z) | 


<e pour n>N(e) sur c, et ©. En tout point z = o + R,eiv 
situé sur ces arcs (fig. 13), on aura, eu égard à | i | = 1et | ei® | — 1, 


|dz|=|iR,e® dp|—=R;dp, [|e|—ectetFn 0050 
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De l'inégalité 


Trade (16114 


U (2) 
CtiRn 10 


Fig. 13 
on déduit la majoration 
x/2 
| | f (2) etz a|< eR et | etRn COS dp — 
cn 1/2 
x/2 
— 28R, est | etRn cos ® do 
0 
et 
: 37/2 
| | f (2) et? d| < eR,e® | elRn cos @ dqp = 
ch a 2 
CL 
— 2eR,e°t | etRn cos @ dy. 
st/2 


Pour estimer l’intégrale 
a/2 


| e!Rn cos ® dœ (£ <<0) 


de (1.92), posons Ÿ=+— 0, d’où il vient 


xt/2 a/2 
| etRn cos Pdp = | etRn Sin Ÿ dwY, Lt € 0. 
0 ( 
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(4.52) 


(1.53) 


(1.54) 


Comme 
sin v>i D 


dans l'intervalle 0, + | (cf. fig. 44), on obtient 


x/2 n/2 2tRn e 
| elRn COS ® op < | e À ay, 
Û 0 

d'où il suit, pour {<0, 


N/2 9fRn y 
| \ (2) et? da | < 2eR pe" À e *  dY— 
Cn 0 


(1.55) 


— EN ot fotRn _ D ot 
= —— et (e 1) <Tre < 


lil” 


comme & est arbitraire, cette expression entraîne la validité de la 


formule (1.50). Pour majorer l'intégrale 


4 
etRn Cos q do (£ > 0) 
1/2 
de (1.53), posons Y — + + o. On aura 
a 1/2 x/2 


x/2 


| etRn Cos ® Jp — | e-tRn sin Y JW — | e(-tRnsin #qWY, 
0 


i.e. on obtient de nouveau l'intégrale (1.54). Donc, pour t > 0, 


LS Le 


2 1 


ce qui démontre (1.51), puisque & est arbitraire M *). 


*) Le symbole æ désigne la fin de la démonstration. 
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À titre d'exemple montrons que les conditions du lemme de 
Jordan sont réalisées pour la fonction 


f (2) = Am +amizti+... +4 
bn2tLbnzt li +... +0, ? 


où m et n sont des entiers, n>0, m>0, n—m—r>0, a,=-0, 


b, ==0. Le changement de z en _ donne 


es Le sr mama +... Han 4, Pam (0) 
= (+) O8 RER ES 


Comme b, = 0, il existe dans le plan & un disque de rayon À, de 
centre 6 — 0 qui ne contient aucun zéro du polynôme P, (6). Donc 
pour tous les | [<< R,on a 


Pm (©) 
| Pr © << 
et |p(Ë)| <IÉ| M, d'où 
HOIES 


Ceci traduit le fait que la fonction f (z) tend uniformément vers 
zéro lorsque z —+ oo. 

La variante suivante du lemme de Jordan est quelquefois plus 
commode à l'usage. 

Lemme 2. Supposons qu'une fonction f (z) d'une variable complexe 
z vérifie sur les arcs de cercle (fig. 15) 


TR:121= À, + —ecargz< te 
l'inégalité 
If I1<MR"*, 
où R>R»s, M et k > 0 sont des constantes, et 8 — arc sin * alors 


lim | f(etdz—0, 10. 


R—00 


TR 


Démonstration. Ce lemme découlera du précédent si 
l’on prouve que 


° zt _ 
im {|+)}r@e dz=0, t>0, (1.56) 
CR CR 
où cA et cr sont les arcs AB et DE du cercle |z] =R (cf. fig. 15) 
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De l'inégalité 
71/2 
froetal< | 1f@1ereRa, 
I 


+ 
C —— £ 
É 2 


où CIE et Rez<o il vient 


| { (2) ét dr |< = et Re — 


cR 


M . O 
e°tR arc sin —., 
kR R 


Lorsque R— oo, on a 


e e CO 
lim R arc sin —— = 0, 
R—>00 R 


donc 


lim 2 6015 — 0. 


R—00 


De façon analogue, on démontrerait que 
lim | f(z)etdz=0, t>0. Me 


Roo 4 


CR 
$ 2. Intégrale de Laplace et ses propriétés fondamentales 


1. Intégrale de Laplace. Désignons par f (t) une fonction à valeurs 
réelles ou complexes de la variable réelle {, définie sur la section 
t E [0, of et absolument intégrable sur tout intervalle fini [0, 7]. 
On supposera d'autre part que cette fonction est univalente et 
qu'elle admet sur tout intervalle fini un nombre dénombrable de 
points de discontinuité *). 

Soit z—=zx<+iy un nombre complexe. L'expression 


fO=£h=|e"E 4 (2.1) 
D 
s'appelle intégrale de Laplace. La fonction f* (z) s'appelle transformée 
de Laplace ou image de la fonctionf ({). La fonction f (t) pour 
laquelle l'intégrale (2.1) est convergente est dite transformable- 
Laplace. On rappelle que l’intégrale (2.1) est impropre; par 
définition elle est égale à 


00 T 
| f() et dt = lim | f(t) er di. (2.2) 
0 FR 


*) Ces hypothèses ne sont pas restrictives du point de vue physique. Un 
exposé plus général implique l'emploi de l’intégrale de Lebesgue, 
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Si la limite du second membre de (2.2) existe, on dit que l’intégrale 

(2.1) est convergente, dans le cas contraire, elle est divergente. 
Etudions à titre d'exemple les transformées de Laplace des 

fonctions f (ft) = 1 et f(t) = et, Supposons z- 0. Il vient 


CO 


T 
—71t T 
L (1) = | e?tdt= lim e#dt=lim| — Si | —= 
0 T + 00 0 T +00 !- Z 0 
{ NT 2 
De —. (2.3) 
Pour Rez=zx>0, il vient 
_-2T —xT 

lim | —-* — Jim <— —=0, 

T +00 T' — 00 |z| 


—Z 
. € 
donc, lim 


= 0, D'où il suit que la fonction constante f (t) —1 


T' 00 
est transformable-Laplace, i.e. 
£ (D=—, Rez>0,. (2.4) 


Pour Re z — x<0, l'intégrale de (2.3) est divergente. En effet, 
en supposant z# 0, on a 
-2T xT 


— — <—_— (cos yT — i sin yT). (2.5) 


Z Z 


Lorsque T — œ le premier facteur du second membre (2.5) tend 

vers l'infini pour x << 0 et est égal à un pour x = 0; le second facteur 

ne possède pas de limite si y = 0 et est égal à l'unité si y = 0. 

Donc, lorsque z 5£ 0, l'expression (2.5) n’admet pas de limite finie. 
Enfin lorsque Zz = 0, ie. x = y =0,ona 


T T 
—21 — ns | 
É dt Lu T — oo 


t 


Supposons maintenant que f ({) = e%*, où a est un nombre réel 


ou complexe. On a 


L (e“!)— | e test dt — | er e-ot dt. 
0 0 


La dernière intégrale est la transformée de Laplace de la fonction 
constante f (t) = { dans le cas où le paramètre complexe z est remplacé 
par z — a dans (2.3). En vertu de (2.8), on a 

L()=—1[Re(z—a)>0, i.e. Rez>Rea]. (2.6) 


Zz—a 


2. Propriétés de la transformée de Laplace. Considérons certaines 
propriétés de la transformée de Laplace. 
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1. La transformée de Laplace d'une somme de fonctions f, (t) et 
f, (t) est égale à la somme de leurs transformées de Laplace 


L (fi + fo} = L {fa} + L (fo). 


2. La transformée de Laplace d'un produit d’une constante c par 
une fonction f (t) est égale au produit de cette constante par la trans- 
formée de Laplace de f(t): 


L {cf} = 08 {f}. 


Ces propriétés découlent immédiatement de la définition de la 
transformée de Laplace. On sait qu’une opération jouissant de ces 
propriétés est dite opération linéaire. Donc, la transformation de 
Laplace est une opération linéaire. 

Si c, sont des constantes réelles ou complexes et f, (t) des fonc- 
tions, on obtient l'égalité 


LD ah 0)= À SE (fa). 
R=1 E=1 


Voyons les transformées de Laplace des fonctions cosœt et 
sin © où &w est une constante réelle : 


iot —10 
L (cos wt) = £ re) _ _ {L (eiot) — L (e-iot)}, 
| ot __,-1i0t 1 , 
L (sin (A) = L (-—>— = 5 {£ (etat) + (= 0)E 


En vertu de (2.6) et si a— +io, il vient: 


L(%)=——(Rez>0); L(e-w)=—T—, Rez>0. 
On obtient donc 
{ { { z 
Losa)=r tte) par Res>0 . 
, { { { @ j 
L Gino) : Rez>0. 


De façon analogue, on obtiendrait sans peine pour les fonctions 
hyperboliques les formules suivantes: 


£ (hot) = £ (LE) = + | 1 +——)= 


Zz —O z2+ 


Lope (ET) LL 
O 


(Rez =>). (2.8) 


22 — (2 
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3. Si l'intégrale (2.1) est convergente au point z = 29 = xo + iyo, 
elle l’est en tous les points pour lesquels Re (z — z,) > 0, i.e. l'intégrale 
est convergente dans le domaine Rez>> 2, du plan complexe z 

Ce domaine est un demi-plan situé à droite de la verticale 
Re z — Lo: 

t 

Démonstration. Soit (ét) — | f (u)je-“du. La conver- 

0 
gence de (2.1) en z, entraîne l'existence de lim  (£). Donc la fonc- 


tion |œ(t) | est bornée pour tous les t>0. “En d’autres termes, 
il existe un Q tel que | o (t) |<Q pour tous les t > 0. Intégrant 
par parties, on obtient 


(roestat= |e-t-2t ap (= 
0 


© 


oO 
—= p (w) e-(z-20)o + (z— 20) | (£) e-G-20)t dt. (2.9) 
0 
Or |e-G-zot| = e-&-xot, donc 
[p (wo) e-G-200] Le-&-x000 —+ 0 lorsque ©—- 00 et t—2x > 0. 
Prouvons l'existence de la limite 


A) 
lim | p(t)e-@-2X dt. 
ST 
Il faut montrer que 
O1 
lim | pÜt)e-U-20)t di = 0. (2.10) 
es 0) 


On a 


1 


| pue-e-mtar<] f pUe-t-rx] al < 


O 


7x0) __ ,—(x-x0)01 


(2.11) 


O1 
<Q | ( exo) dt | —Q 
O 


Mais pour x — x, >> O0 et © —> oo, w, —+ co, (2.11) entraîne (2.10). 
En supposant maintenant que w© —> co dans (2.9) et vu que la 
limite du second membre de cette égalité existe, il vient 


(A 00 


lim | f (4) dt = (z— 25) | p(t)e-G-20} dt. (2.12) 
0 


0 
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Donc, l'intégrale (2.1) est convergente pour Re iz — z,) > 0. 

Soit £ l’ensemble de tous les z réels tels que l’intégrale de Laplace 
(2.1) soit convergente, y, = inf Æ la borne inférieure de l’ensem- 
ble £. Il est évident que y, peut être fini ou égale à —oco. Le nombre 
v. s'appelle abscisse de convergence de l'intégrale de Laplace. Dans le 
plan complexe, la droite Re z = y, est dite axe de convergence de 
l'intégrale de Laplace (2.1). 

La propriété 3 entraîne l'existence des trois cas suivants pour 
l'intégrale de Laplace: 

1) l’abscisse de convergence y, — —co: l'intégrale (2.1) est 
partout convergente. 

2) l’abscisse de convergence y, est finie: l'intégrale de Laplace 
(2.1) est convergente sur tout le demi-plan Re z >> y, et divergente 
sur tout le demi-plan Re z << y,; 

3) l'intégrale (2.1) est partout divergente. 

Le demi-plan Re z >> y. est appelé demi-plan de convergence de 
l'intégrale de Laplace. 

La fonction f ({) = et” est un exemple de fonction dont l'intégrale 
/ Laplace est partout divergente. En effet, soit z = x un nombre réel. 

n a 
e2tf (t) — e-xt+t? as ex) 
Donc, 
lim e-*t+t# — 00 
t—+00 


et 
| e-xtH dt = 00. (2.13) 
0 


Pour z2=20(25—=2%20<+iy0) l'intégrale 
| e7zot-+tf di 
0 


est à fortiori divergente, puisque sa convergence entraîne celle 
de (2.13) pour z > Re 2,. 

4. Si f* (z) est la transformée de Laplace de la fonction f (t), 
f* (z — a) est la transformée de Laplace de la fonction ef f (t). 

En effet, 


L(etÿ)= | erteñtf (tp) dt= | ect f (D) dt, Re(s—a) > ve 
û 0 
1.e. 
&(e“f)=f"(z— a). (2.14) 
À signaler que le domaine de convergence de l'intégrale Z(e‘f) 
se déduit de celui de £ (f) par le changement de z en z — a. Comme 
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exemple d'application de la formule (2.14) on a la formule (2.6) 
qui en est une conséquence pour f ({) = 1. A l’aide de (2.7) et (2.14) 
par exemple, on obtient aisément les formules 


at a 7 
L (e% cos ot) — Ga Le (Rez > Rea); —. 
L (e°! sin ot) = TT (Rez > Rea); 
Si, outre (2.1), l'intégrale 
O0 O 
| f (#)e 1 dt=lim | | f (4) et] dt (2.16) 
Û "1 0 


converge, on dit que l'intégrale (2.1) est absolument convergente. 

Dans la suite nous étudierons en principe des fonctions dont 
les transformées de Laplace convergent absolument. En général, 
on supposera que dans (2.1) le nombre z est complexe (z2 = x + iy). 
La partie réelle de z sera supposée positive, i.e. Re z = x > 0, 

5. Si l'intégrale (2.1) est absolument convergente en un point 
2 = Zo = Lo + iÿo, elle est uniformément et absolument convergente 
dans le demi-plan Re zx. 

Démonstration. Soit z2—=2, = To + iÿo; l'intégrale 
(2.1) est absolument convergente pour z = Z,. Cela signifie qu’existe 


O 


lim | 1f(6) ext] dt= | |f (É)le=sot dt & oo. (2.17) 
( — 00 0 0 
Si Re 22 x, ie. xx, alors 


ie are Tire dis | 1f(Dle sit di < 0. 
0 0 0 
Donc, l’intégrale (2.1) est absolument convergente pour Re 2x4. 


Prouvons que l'intégrale (2.1) est uniformément convergente 
dans ce domaine. Pour © << &, et xr>zx, on a 


Troe “a|<T HO [Irma 


En vertu de la condition (2.17), pour tout e > 0 il existe un 
nombre À > 0 (dépendant seulement de e) tel que pour tous les 
o, > © > À l’on ait 

O1 
| Lf (bles dé < e. 


O 
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Donc, pour &, > & > À et z quelconques, tels que Re z > Re 2, — 
— CAT l’on a 


LÉ (t) et at|< e. 


L'intégrale (2.1) est donc uniformément convergente dans le domaine 
Re(z—7z)>0. M 

Comme précédemment on pourrait définir l’axe de convergence 
absolue Re z = y, et l’abscisse de convergence y,. Si y. est fini 
et y, infini, l'intégrale (2.1) est convergente et l'intégrale (2.16) 
divergente. 

6. Si l'intégrale de Laplace (2.1) est convergente au point z, et 

t 


F (t) = ( f (u) du, l'intégrale 
Û 


| F(t) e-*! dt (2.18) 
0 
est absolument convergente pour Re (2 — z,) > Ô et, de plus, 
\ FbOeta= Î f(bettdt, Rez>y. (2.19) 
0 0 


Démonstration. Soit Rez,y >. La convergence de 
t 
(2.1) entraîne que la fonction œ (f) — | f (u) e-2ot du uniformément 


0 
bornée dans la section [0, ol, i.e. | Q (£) | < Q. On a par ailleurs 
t t 

ettF(t)—=e tt | ezu do (u)= e-%-20)#p (t) — ze" | p (u) eo du, 
0 0 
d’où 
‘ 


LetF (t)| Z'Qe"Re(z-z0)i + [Z1e Re zt \ Qere ZoU Qu — 
0 


— Qeke (z2—20)t + Q er e-Re(z-z0)t — Q À + D) e-Re (z—2o)t, 
Ainsi 
ete (1 <Q (1 +l ) e-ret-sox, (2.20) 
Re Z 
L'inégalité ‘2.20) entraîne la convergence absolue de (2.18) 
pour Re (2 — z;) > 0. En effet, 
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O0 


NT e*| dt <Q (1 + [21 | { e-Rete-aù dt = 
4) 


Re z 
0 
= 121 1 
o(1 + Re Ka) Re (z2— 729) * 
L'inégalité (2.20) et l'égalité 


(n) oO O 


| f(t)ett dt — | ettdF(t)=F(o)e-2+2 | F (te dt 
0 0 0 
entraînent 


À f(the tt dt=2 À F (t)e“! dt 
0 0 


pour Re (2 — z,) >> 0 et © — co. Comme z = z, est un point quel- 
conque du demi-plan Re z>> y,, la propriété 6 est entièrement démon- 
trée. 


7. Si l'intégrale (2.1) est absolument convergente, la fonction f* (2) 
sera analytique dans le demi-plan Re z > y... La dérivée + @ & ) peut 


être calculée dans le domaine Re z >> Ÿ, par dérivation de C: 1) sous 
le signe d'intégration 


“Le He. =[ f(t)(—tje tt dt. (2.21) 


L'intégrale (2.21) est re convergente dans ce domaine. 
Démonstration. Prouvons tout d’abord la convergence 
absolue de l'intégrale (2.21). Soit Re z > y,. Prenons le point z, tel 
que Re (2 — z,) > Det Re z, > y. Posons Re (2 — 2,) = x — x) = 
— Ô0>0. La condition Rez, > y, entraîne la convergence de 
l’ L'intégrale 


| |f (b)le-sot dt € oo. 
Estimons l'intégrale | 
FC) (—De | dt = | LÉ (é)te-*t | 1 (é)Ite-t-sot dé, 


où, par hypothèse, Ô = x — x, > 0. La fonction te-ôt est unifor- 


mément bornée pour t € [0, oo]. Supposons que max [|te-ôt | — 
1E[0,] 
— Q, il vient 
O A) [ee 


One tid<Q | (lex dt <Q | 1F(1e-rot di < 00. 
0 0 F 


Donc, on a montré que la convergence absolue de l'intégrale (2.1) 
dans le domaine Re z > +, entraîne celle de l’intégrale (2.21) dans 
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le même domaine. De Ïà suit la convergence absolue des intégrales 
|fO(—met#tdt; (n=1, 2, 8,...), Rez>ye (2.22) 
0 


On rappelle qu’une fonction f* (z) d’une variable complexe z 
est analytique dans un domaine D si en tout point de ce dernier 
existe la dérivée 

PF (Z) Jim À CR Le À o, 
dz Az-0 
où z = x +iy et Az = Azx + iAy. 

Soit Re z = x > y. Choisissons y tel que x > y > Y et exami- 
nons les accroïissements Az = Ax + iAy de l'argument z tels que 
x — | Ax |. Majorons la différence 


* Az)—#f* : 
PMR É FO) (—0 et = 


Pc ts se . 
[0 ET àt— | (D (—he tt at 
0 
=| F6) et EEEERE 
0 


Considérons l'intégrale définie 
1 
| (H—De-tdr, 
0 
où s est un nombre complexe. Une intégration par parties donne 
1 


s? | ({—be-tdt—=e"—1+s, 


( 


d’où en posant s— Azt il vient 
— Azt À 
e SE — A z.t2 | (1 —E) e AZtE dE, 
| 0 
On a donc 


* Az\—f* . . 
enc mouss | 5. t dt — 


00 1 
z | f(bettidt | (1—E)e- Art de. 
0 0 
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Comme |e-*|—e"*t et |e-Az'té] —e-Axt6 on obtient 


* Az f* (z 
f (2+ E f (2) a | { (&) (—1) e”?t dt < 
0 


1 


<iAz | 1f(le te at | (1—8) eat dg. 
0 0 
Or 


1 1 1 
| (A—E) era dE | (4—E) elAxIE dE etat | (1—E) dE = + last, 
0 0 0 


donc, 


FF (z+ Az) — f* (z) — ( { (&) (—t) e”?t dt < 
0 


Az 
1 (se) 
LH |A | 1f(b)1ée- tant de. 
0 


Comme x—|Azx|>7%>7Y, on obtient l'inégalité 
* Az)—#f* ei . 
0 


LE | ioire-v a LE, 
0 


Le coeïfficient Q ne dépend pas de Az. En faisant tendre Az vers 
zéro on s'assure de l’existence de la dérivée et de la validité de la 
formule (2.21). M 

Corollaire. La propriété 7 et la convergence absolue des intégrales 
(2.22) dans le domaine Re z > y, entraînent 


EUR LA CI RES j roc iett di. (2.23) 


dzn 


L'exigence de la convergence absolue de l'intégrale (2.1) n’est 
pas nécessaire pour que la fonction f* (z) soit analytique. On pourrait 
démontrer que pour y, << l'intégrale (2.1) est une fonction analyti- 
que de la variable z en tous les points du demi-plan Re z > y. 
En eftet, la propriété 6 entraîne la convergence absolue de l'intégrale 


F* (2) = re st dt = f* (2) 


L 4 


© 
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LA 
dans le domaine Rez > #7. où F(t) — { f (&) du. Donc, F* (2) 
0 
est une fonction analytique de z et partant f* (z) le sera également 
dans le domaine Re z > y.. 
Les formules (2.4) et (2.23) entraînent 


Ra _ 


_ 2 
L{t}= Los (Rez >> 0). (2.24) 
Les formules (2.6) et (2.24) entraînent 
L {irert} — — er: (Re > Re a). (2.25) 


En faisant a — +io, « est un réel, dans la dernière formule et utili- 
sant la linéarité de la transformation de Laplace, on obtient 


L { COS ot} — _ [£ {etat} + TL {te iot)] _ 


. n | À { _nt (2H io)ti LE (z— io)rri a 
= | (z— io)nti + (z + io)n+i [= D) (Aa 


n +1 n +1 
= ETS {rs — | 2 | fi: | ï | de | 
Rez=>0. (2.26) 
De façon analogue, on obtiendrait 
L {t" sin ot} — _ [Æ (Eeiot) — £ (fer tot) — 


—_ [ 1 _ 1 OO nT (z+io)tii— (io 
= Lena proper Je = 


. n +1 ñ n +1 — 
on (22 Lozjnti 4 AE 3 RS de: 


n +1 
+| F ] état...) Rez=>0. (2.27) 


Soit &« une constante arbitraire telle que Re & > —1 et 


f* (2) = | et®%dt (Rez>0). (2.28) 
0 
Supposons z réel et posons zt—zx, on obtient 
V La z __ C F (œ+1) 
f* (z) — | e TR r a+ (4 AR — or (2.29) 
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Les fonctions f* (z)et _ 
plan Rez>0. Donc, en vertu du théorème d'unicité (cf. $ 1) 
elles sont confondues sur tout le demi-plan Re z > 0, puisqu'elles 
le sont sur le demi-axe réel positif. On remarquera que la fonction 
zY —eYInz de la variable complexe z est multivalente si y n’est 
pas égal à un entier. Dans ce cas, lorsqu'on l’étudiera sur le demi- 
plan Rez>>0, on conviendra qu'il s’agit des branches provenant 
de celles de Ln z confondues avec In z pour les z positifs. On a donc 
la formule 


[' (x + 1) sont analytiques dans le demi- 


L()= EF, Rez>0, Rea>—1. (2.30) 
En particulier, pour &« = n > 0, (2.30) entraîne (2.24). 
En posant à — + on a 
{ 
PE _ 
4 \ És | … T 
” CA = 2-1 2 
De (2.14) et (2.30), il résulte 
œ at\ _ L(a+1i) 
LE) = TT Rez=>Rea (2.31) 
et 
£ ({” cos wt) — = [£ (eict)LZ (ie iot)] — 
_ (a+) 1 1 
_ : | (2—io)*+1 (z+ iw)*+1 J: (2.32) 
£ (t” sin ot) — _. [£ (teiot) — £ (Kfe-iot)] — 
_ F(a+1) 1 EL 1 
= Zi : (z—io)*+i (2 io)* Ti k (2.35) 
En particulier, en posant 4 — — _ dans les deux dernières for- 
mules, on obtient 
4 ( cos Qt ) = Ær Vr+io + Vr—io 
Vi IT Vate 
_Vr V(VrHi0+ Vire) = VY 2 ++: 2.34 
VF D Vraie 
et, de façon analogue, 
sin @f \ E2 VV 2To— 2 
£ | Æ \=V 5 TRES — (2.35) 


DZ 


8. Soit 1> 0 et 28 — 29 + kl, k — 0, 1, 2, ... Si l'intégrale 
(2.1) est convergente en 2, et en tous les points 2, k — 0, 1, 2, ... 
la fonction f* (2,4) — 0, alors la fonction f (1) est partout nulle sur 
l'intervalle 10, oo, sauf en ses points de discontinuité. 

t 


Démonstration. Soit œf({)— | f(u) zou du ; il est évident 


que la fonction œf(f) est continue ie l'intervalle J]0, œ[{ et 
limæp(t)—0. La formule (2.12) entraîne 


1—+00 
f* (2) = | f(the”"t dt —(2— 29) | (t)e-G-20h dt, 
0 0 


En posant z2— 2», 2: —Z20—=Ùk et compte tenu de ce que f* (2x) —0, 
il vient 


lotte “lt dt—0: k—1, 2, 38, .… (2.36) 


Se: 9 


er la dernière intégrale faisons le changement e"— zx: il vient 


4 d { { 
t=— In, dt = ——<— Posons o (+ In — — Y (x). De (2.56) 
il sh 

1 

| P(a)a#ttdz=0; k—1, 2, 3,.. 

0 
La fonction Ÿ (x) est continue sur l'intervalle ]0, 1[, donc W(x)—0 
pour tous les æ€[0, 1], d'où œ(t)—0 pour tous les #€[0, of. 
Et l'intégrale 

t 


| f (u).e” 70% du = 0 
0 


pour tous les &=>0. Donc si la fonction f (£) est continue au point 
t = to, f (to) = 0. | 
Supposons que les intégrales 


O0 


(= |n@ettd et fi(— 


0 


sont convergentes pour Re z > y et ff (z) = f; (z) pour Re z > Y. 
Pour tous les {10 on a alors 


fa (t) e7*t di 


U U 
| f1(u) du= | ja (u) du. (2.37) 
0 0 
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Si donc les fonctions j, (t) et f, (t) sont continues en t = t,, 
on à f1 (to) — fe (to). On Ssupposera que les fonctions f, (t) et f, (£) 
sont égales si elles prennent les mêmes valeurs en leurs points de 
continuité communs. L'égalité (2.37) est toujours réalisée pour de 
telles fonctions. On peut alors dire que si les transformées de Laplace 
de f, (t) et f, (t) sont égales, ces fonctions le sont également, i.e. la 
transformée de Laplace f* (z) définit f ({) de façon univoque. La 
transformation de Laplace est donc une opération linéaire qui fait 
correspondre le zéro au zéro. 

9. Si Les intégrales 


M(a=\ftettdt et g*(= | g(the“tdt (2.38) 
Û 0 


sont absolument convergentes dans le domaine Re z => y, la fonction 
h*% (z) — f* (2) g* (z) est la transformée de Laplace de la fonction 


t 
h(D= | (tu) g(u) du 
0 


et l'intégrale 
h* (2) = | h (t)e“t dt 


0 


est absolument convergente sur le domaine Re z >> . 

Cette proposition porte le nom de théorème de multiplication 
ou théorème de Borel. 

Démonstration. La convergence absolue des intégrales 
(2.38) entraîne celle de l'intégrale double 


fe (og (e)= | V'e-2ttnf (6) g (n) dé an 
0 0 


dans le domaine Re z >> y. Faisons le changement de variables 
E + n =t, n = u. Le nouveau domaine d'intégration, que l'on 
notera (B), est: 1 E [0, oof, [u € [0, #1. 

On a donc 


f* (z) g* (2) = | | e*tf(i—u) g (u) dt du. 
(8) 


Transformant l'intégrale double en intégrale itérée, on obtient 


00 LA 
f* (2) g* (2) = | et di | f(—u)g(u) du. WE (2.39) 
0 0 


D4 


Appliquons le théorème de multiplication pour trouver la fonc- 
tion f (t) si l’on connaît sa transformée de Laplace 


{ 


2? LA 


* 
A E— 
(=; 
Posons 

 _— 
V 2+1 
Supposant que & — +, a=+i dans (2.31), on trouve 

r(1/2)_, 

Vi 

r (1/2) 


Z— 1 


= (HDI 


£ {t” L2-it = 


£ gti = 
Comme l'(1/2)—V x le théorème de multiplication donne 


{ 
or” L {f (t)}, 
où 
Î 
ft = | a tete (4 — 1)" VAeit-0 dr = 
0 


+ 
= | T2) Zeit gx. 
0 


Posant T—tu, il vient: 
1 
FE =+ | éit(4-2u) [u (4 —u)]7 1/2 qu. 


| es 


Posons 1 —2u — cos p. On obtient 


(tu Hs 


, 2du=sinçdo 
et (ci. [34]) 


I 


f (= + | et Cos® dp — Jo (t), 
0 


où J, (t) est une fonction de Bessel. 
Donc, est vraie 


AO S 
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, Rez>0. 


10. Si une fonction f (t) est dérivable dans l'intervalle ]0, œl 
et sa dérivée f’ (t) est transformable-Laplace, alors f (t) est également 
transformable-Laplace et 


L {f ()} = 2£{f ()} — j (0). (2.40) 
Démonstration. On sait que 
LA 


f()—$(0)= |  (u) du; 


0 
et la propriété 6 entraîne 


L{()—1(0)}=<+ £{f (6), 
ou 


LE} 1(0) = {j (6), 


d'où résulte la formule (2.40). Æ 
Citons quelques exemples d'application de la formule (2.40). 
La formule 


L {cos ot} —= par) 

entraine 

L {(cos wt)'} = 2£ {cos wf} — cos 0 — + 1 
et 

£ {(cos wt)'}= Z {—owsin ot}= —wZ£ {sin of}, 
d'où 

. Æ£ {(cos wt)’} z2 1 O 
L{snot}= ———— ocre To “to 


En appliquant (2.40) à f’ ({) on obtient 
L {jf (t)}=2£ {f ()}—f (0) = Z {f (E)}—2f (0) —f" (0). (2.41) 
De façon analogue, on obtiendrait 


LA" (E)}= EL (t)}— 2j (0) — 2j" (0) — f” (0) 


n— 1 
L'EFV(E}=2L {f (0)}= 2 gi JON IO). (2.42) 
RkR=— 
11. Si l'intégrale (2.1) est absolument convergente 
lim f*(x+iy) =0, (2.43) 
y+ +00 
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et la convergence est uniforme pour tous les xx, > y, >. 
Démonstration. Supposons que l'intégrale est absolu- 
ment convergente pour Rez>#x,. Alors pour x >x, 


|" (x + iy) <| [ex (£) dt + [ exit] f(#)| dé 
0 A 


[se 


et l’on peut toujours choisir À si grand que | exit | f(t) | dt <—+; 


A 
où & est un nombre positif aussi petit que l’on veut, par conséquent, 
il suffit de montrer la propriété 11 pour la fonction 

A 
Ft (2)= Ft(a+iy)= | ef (+) dt 
0 


quel que soit À positif fixe. 
Si f (té) possède une dérivée absolument intégrable, alors 


Fi (z)=— 


A 
t=A l / —21 
Li +2 | (é) et dt, 

d'où, pour x>21 >0, 


0 A { M 
LP? (2) SHOT 4 il f'Ole-sta 


A 
M=1f(0)|+1$(4)1+ À exit] f' (6) dé. 
0 


Il est évident que le second membre de la dernière inégalité tend 
uniformément vers zéro en x>x, lorsque | y | — oo. Si f (t) est 


A 
une fonction quelconque pour laquelle existe l'intégrale | | f (t) | dé, 


0 
on peut toujours exhiber une fonction f, ({) possédant une dérivée 
continue et telle que 


A 


NHOBAUITES: 


Ô 
Il vient alors 


L A A 
roetal<|{ro-roet&l+]Troet|: 
0 0 ) 
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or d’après ce qui précède il existe un nombre W = NW (e) tel que pour 
A 


[yI>N,ona | ( fe (t)e** dt <+ pour tous les x >. Dans ce cas 
0 


À 
frnerta <! HOBAUICERESEEET 


pour tous les z>1x1. 
Voyons à titre d'exemple la transformée de Laplace de la fonc- 


tion 
: ) … 
eri Er) et? dE 


de l'argument { qui se rencontre fréquemment en théorie de la 
chaleur, soit 


£ { erf | RTE FEI et erf ( RTE ) dt. 


On a la formule 


2aVt V x V x 
2a V1 
9 [s +) 
= — — 62 
{ 7 | ef? d£. 
2a Vt 
Soit 
T x dt 
pet À 
4at ? 
on obtient 
t 
L T 
erf EVE )=1— TETE F(T) dr, 
où 
x2 1 
F(ri=e “AT — 
2 


Donc, en vertu de (2.19), il vient 


2 {et (ee -)}= £ (}-—— "(| Ÿ (r) dr} = 
= ne à V*() 
où 


Y* (2) — Î et Y (t) di. 
0 
Calculons l'intégrale 
k à -(4+—È7) dt 
y (2) = | (24 kaët ETS 


0 #2 

On a 

t x? _… V'zt — T 2 5 Vz 

Z += ( ETES Les 2: 
donc 

Eye -(Vai-—<—)} 
LTC)=e Vif ( zaVr) Le (2.44) 
0 52 

En posant 


x à = : zadt je 
2a1/t kats/2 | 


dans la dernière intégrale, on trouve 


Vzi- e xV/2 —u\? 
= fe ( ave) a (au "*) du. (2.49) 
0 2 0 
Supposons maintenant que 
zV/2 zV/z dv 
Jau Ue 2a uw 
L'intégrale (2.45) s'écrit alors 
x 1/7 2 
FE ( LE Cd du (2.46) 


0 


L’addition des égalités (2.45) et (2.46) donne 


NE 2: - Le cr x Vz d 
= [er TER {Le (as | de 

0 

ou 

- (Vat- è =) dt 2a ( x 1/2 AE +) 

Je fe Ve LE Tete Ce 7 an 
0 E 0 
En faisant 
7: - 
Liv din (1450) do 


dans la dernière intégrale, on trouve finalement 


O0 


_— { ee EL Vr. 
De (2.44), (2.45), (2.46) il résulte 
x { - = Vz 
L {er ( PETE }} == (1—e . (2.47) 


On a montré plus haut que le domaine de définition de la 
transformée de Laplace 


OO 


Fe (et = £{() 


( 


était toujours le demi-plan de droite Re z > v., appelé demi-plan 
de convergence et que f* (z) y était analytique. Cette circonstance 
est primordiale car elle permet d’appliquer à l’étude de la fonction 
f* (2) les puissantes méthodes de la théorie des fonctions d’une varia- 
ble complexe. La correspondance établie à l’aide de l'intégrale de 
Laplace entre f* (z) et f ({) permet de ramener l’étude de la fonction 
jf (t) à celle de f* (z). Le symbole Z, commode lors d’un usage fré- 
quent, doit être compris non comme un symbole de l’intégrale de 
Laplace, mais essentiellement comme un opérateur appliquant l’en- 
semble des fonctions d’une variable réelle dans celui des fonctions 
d'une variable complexe. Pour souligner cette particularité de la 
transformation de Laplace, la fonction f(f) est souvent appelée 
original, et la fonction f* (z) image. 

3. Inversion de l'intégrale de Laplace. L’inversion de l'intégrale 
de Laplace consiste à trouver f (t) à partir de l’équation intégrale 


24 @}= À ef (0 dt=j" (2, 


D 9 
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où f* (z) est une fonction connue. Les fonctions f (£) les plus couram- 
ment utilisées et leurs images f* (z) sont consignées dans des tables 
spéciales [14], [10], [12], [13] qui en principe suffisent pour résoudre 
la plupart des problèmes. Dans le cas général on fera appel au théorè- 
me d'inversion suivant. 

Théorème Î. Si l'intégrale 


CO 


pr) £ (P= | ef (0 dé 


Û 


a pour l'abscisse de convergence y, << 00, alors 


_ 0 pour 10, 
1 | f* (2) SI PE (2.48) 
2ni . z | (u) du pour t>0, | 
0 


où x > Ya tr >0et l'intégrale est prise dans sa valeur principale, i.e. 


x+io X+ 100 
ezt 


lim | f* (2) LE | f* (2) de 
&-roo 27 | z | 2ri | z : 
X—10 X — 100 
Démonstration. Faisons la démonstration en appliquant 
la formule intégrale de Fourier 


pÜ)= lim | RD p(r) dr. (2.49) 


Pour que (2.49) ait lieu il suffit par exemple que œ (1) soit continue 
et {, à variation bornée au voisinage de t et absolument intégrable 
sur l'intervalle J—oo, oof [30]. 

Soit l'intégrale 


x+10 o 


{ f* (2) zt { Rs (x + iy) x+ivit: _. 
=. | DE d2=—— | a er dy — 
x—i0 — O 
t FE a ) 
ext | x —+iy iut 
Posons 


t 
F (t)— | f(u) du. 
0 


En vertu de la propriété 6 (formule (2.19)), on a 


(ee) 


+ 
Fa _ | F(t)e-# di, (2.51) 
0 
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donc 


x +10 : ÿ O 00 

LT tuant fera frmena 
x—10 — O 0 

Intervertissant l’ordre d'intégration sur & et y, ce qui est possible 


puisque l'intégrale (2.51) est absolument convergente (cf. propriété 6), 
on obtient 


O0 


x+io tn) 

Â f* : xt | — ; ict— 

N: ner à Li | Fd | et-bv ay. 
x—i0 


0 
Comme sin 2= (ei®— ei?) et posant F(£)—=0 pour £E<<O0, la der- 
nière égalité s'écrit 
LT RO gt ù F tj ess SOC) ge 2,52) 
2Ti | z EE: | ( t—E ° (2. 
X—10 — 00 


Etant donné que F (£) e-* est une fonction dérivable puisque F (t) 
t 


est représentable par l’intégrale | jf (u) du et qu'’existe l’intégrale 
0 


| IFOe-*8] dE 


par suite de la convergence absolue de (2.51), la fonction F (£) e-*# 
vérifie les conditions pour lesquelles est valable la formule de Fou- 
rier, donc existe la valeur principale de l'intégrale *) 


mm | ete r(, (2.53) 


d’où il résulte (F(t)=0 pour t<0) que 


X+ 100 
afro es 


27i 
X—1i0o 


{ 
*) En effet, F#(t)—0 pour t<0;, d'autre part, F@= | f(u) du et 
0 


1 
NPCIE- existent pour t>0. Donc, FÆ(t) est continue et à variation 
Û 


continue en tout point té. 
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ou 


x+ioo 
1  d f* (2) #72. /G), 1>0, : 
2ni dt | 7 © = À 0, 40. (2.04) 


Si l’on suppose que l’on peut dériver sur { sous le signe d’intégration 


dans (2.54), on obtient pour la 
fonction f ({) la formule suivante 


x+i00 
1 ne. ne ft), t>0, 
mm | (z)e = | 0. t0. 
(2.55) 


Cette formule est valable si la fonc- 
tion f(E)e-*% vérilie les condi- 
tions suffisantes de convergence de 
l’intégrale de Fourier, par exem- 
ple si 


CO 


| 1 F(E)1e-x8 dE < 00 
0 


et f (£)est à variation bornée au Fig. 16 

voisinage du point Ë = {et conti- 

nue en ce point. 
Les intégrales de contour figurant dans (2.48) et (2.595) se calcu- 

lent à l’aide des théorèmes énoncés dans le paragraphe précédent. 
Exhibons quelques exemples de calcul d’intégrales de contour. 
Soit à calculer l'intégrale 


x+100 
{ | z 1—eraz 
ET | et —— dz.= j (t). (2.56) 


Fractionnons cette intégrale en deux 


, X+ 100 . ; x +100 to) 
e j et—a)z 
— | di — | —— di=fi(t)—fa(t)= f (6). 
X — 100 X — 400 


Ces intégrales étant identiques ({ est remplacé par ft — a dans la 
seconde) il suffit de calculer l’une d'elles, par exemple, la première. 
La fonction à intégrer est analytique en toute partie finie du plan 
sauf au point z — Ô qui est un pôle du premier ordre. Choisissons 
l'axe imaginaire pour contour d'intégration. Contournons Île point 
z = 0 par la droite comme l'indique la fig. 16. Appliquons le théorème 
de Cauchy aux intégrales 


| se dz ; | 2 4, (2.97) 


’ ’ 


Cd Cs 
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où c; et c; sont composés du segment de l’axe imaginaire d’extré- 
mités —iR et ihR, le point z étant contourné par la droite, et demi- 
cercles c, et c, de rayon À, situés respectivement à droite et à gauche 
de l’axe imaginaire. La première intégrale est nulle puisque à l’inté- 
rieur et sur le contour c; les fonctions à intégrer ne possèdent pas de 
points singuliers. Donc, en vertu du lemme de Jordan, ona 


et 


dz=0, t<0. (2.58) 


; too 
; ” _e? 4 
lim | az= 
R—>00 , Z 
Cd 

Dans la deuxième intégrale, la fonction à intégrer possède un résidu 
égal à l'unité au point z = 0. En appliquant de nouveau le lemme 
de Jordan, on aura 


lim | 7 | D dz= ni (t > 0). (2.59) 


” 
eo 


, 
100 


Ro J 2 z 


Cg 


En groupant les formules (2.58) et (2.59), on obtient 


—100 


0 pour {t< 0, 0 pour it <a, 


ue — 6 
fa (0) 1 pour ét> 0, fa (0) 1 pour t>a 08) 
et 
0 pour t<O0, 
f(t)=! 1 pour 0<i<a, (2.61) 
(O0 pour t > a. 
Calculons maintenant l'intégrale 
: x +4 00 etz (2 a) d=f(t) 2.62) 
2 | era dit) e 
X — 100 
La fonction à intégrer 
___ elz(z+a) 
POS GER T+E 
possède deux pôles simples aux points z, = —a + ibetz, = —a — ib 


de résidus (formule (1.44)): 


{ 


Res @(z:)—=—exp{(—a+ib)t}; 


exp{(—a—ib)t}. 


D 
{ 
Res @ (2) => 


En étendant l'intégration au contour indiqué sur la fig. 17 et appli- 
quant le théorème des résidus et le lemme de Jordan, on obtient sans 
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peine 


ezt (za) : " ett (za) EL 
Malgrprsde | gp d=0, t<0 
Cq — 100 


eZt(z2+a) … ni ezt(z+a) 
bo loose ee | so 


À 
Cs 


dz=Qnie “*cosbt, t>0, 


où cyet c, sont des contours fermés constitués du segment Z de l’axe 
imaginaire d’extrémités —iR et iR et des demi-cercles c,; et c, 


Fig. 17 


situés de part et d'autre de l’axe imaginaire et parcourus dans le 
sens direct. 


Donc, 
pour t<<0, 
Î (£) —= et COS bt pour t > O. (2.63) 
Calculons encore l’intégrale 
X+ 100 
{ tz 
Oni ( mn d2=f (t), n=0, 1, 2 …. (2.64) 


x—100 
Pour a = 0, 1, 2, ... la fonction à intégrer dans (2.64) est 
analytique en toute région du plan sauf au point z = 0 qui est un 


t 
pôle d’ordre n + 1. Le résidu de la fonction _ au point z = 0 


ñn 
se calcule à l’aide de (1.46) et vaut —. En étandant l'intégration 
aux contours ca et c; on obtient comme précédemment 


100 ” Loo : — 
| d=0(t<0); nr W=ni—(t>0) 
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donc, 


(2.65) 


in 
y pour {> 0, 


n 


0 pour é<0, 
_ 


4. Représentation de fonctions par l’intégrale de Laplace. Dans 
la suite nous aurons besoin de critères qui nous indiqueraient si une 
fonction donnée, analytique dans le demi-plan Re z > y, est une 
transformée de Laplace. 

Théorème 2. Une fonction analytique au voisinage du point 
à l'infini et nulle en ce point, est représentable par une intégrale de 
Laplace absolument convergente. 

Démonstration. Par hypotèse, il existe un nombre À 
tel que pour |z [> À la fonction est représentable par une série 
convergente 


F(2)= NS (2.66) 
k=1 
Compte tenu de 


{ e thk-16—21 
PR | G=DT % Rez=>0, 


construisons la fonction 


agtr-1l 


f(t)= > ŒG—1) ji: 
k=1 


On a manifestement l'égalité formelle 


F(2)= | ft) et dt. (2.68) 
0 
Démontrons-là. Soit +, F (+) — ÿ at. La série sera 
convergente pour [6| << _… Donc en vertu de l'inégalité de Cauchy 
relative aux coefficients d’une série entière on a 
la l<MRË, où R>R et M— max F(+)|. 
IGI<R1 C 


D'où résultent la convergence de la série (2.67), quel que soit f, 
et la majoration 


_ _-  Rh-11ylR-1 
FOIE LL <MR, > = M Rem, 
k=1 k=—1 
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Donc f(t) est une fonction entière à croissance exponentielle. 
La convergence uniforme de la série (2.67) pour Rez > À, entraîne 


A 
| (Ge di = > FT | tte tt dé — 


e 


0 k= 


_ ak k—1,-2t y — Û R—1 —2t — 
Sr [ e*" di \4 e dt | 


R=1 


G—1)! F pi 
LE ju né dé a] 


À 
SD Er 2 pr | et dt 
k= hR=1 A 


ak id 
= F(z)— sr | * le tdt, 
R=1 A 


donc 


O0 


A 
F(3—| foetdt= > l ptit qh, 
0 k=1 


d'où 


A 00 
Fa | f(t)e* a|<3 a \ f-ie-Rez-t dt (2.69) 
Le second membre est une série dont chaque terme dépend de la 
variable À. Cette série est majorée par la série numérique 


_Janl (ns 

IE [ Le Rit dé, (2.70) 
2: 0 

i.e. chaque terme de la dernière série est plus grand que le terme 

correspondant de la série (2.69). Mais la série (2.70) est convergente 


pour À, > R. En effet, 

dll las. _o al 

D pr | Memidi= 3 00. 

k=—1 0 k=1 1 
Donc la série (2.69) est uniformément convergente en À >> 0. Lorsque 
À — 0 chaque terme de la série tend vers zéro et pour Re z > R,ona 


lim F0 et àt|=0, 
0 


A 00 
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ce qui démontre (2.68). 

Théorème 3. Si une fonction F (z) analytique dans le demi-plan 
Re z >> Yo tend vers zéro lorsque | z | > oo uniformément en arg z 
dans un demi-plan quelconque y € [Re z, vol et l'intégrale 


V+ioc 
F(z)dz, > % (2.71) 
YV—ioo 


est absolument convergente, F (z) est représentable par une intégrale 
de Laplace absolument convergenie. 
Démonstration. Soit 


Y-+i00 00 
1 | Li 
f () — Dai | F (2) e* dr = | F(y+iy) ét" dy, y > Yo. (2-72) 
Y — 100 — 00 


La convergence absolue de l'intégrale (2.71) et l'inégalité 
b b] 
| F(v+i du |< T1 F(v+ 10) là 


entraînent la convergence uniforme de l'intégrale 

+ 00 

| F (y + iy) eiv' dy 
en £€]—oo, oo[—oco. Donc, f(f) est une fonction continue sur 
l'intervalle ]— oo, of, 


La fonction f(t) ne dépend pas de y. En effet, montrons que 
pour tous les {, on a l'égalité 


Y+i00 ÿ1-+i00 
| Fed | F(petdr, Eve vi (273) 
y —100 y —i00 


La fonction #(z)e’t est analytique dans le demi-plan Rez >>, 
donc l'intégrale de cette fonction étendue au contour fermé ABCD 
(fig. 18) est nulle. Et 
O O 
| F(y+ig) et dy= | F (yiiy) etvi rio dy + 
Le . 

vi 


vi ; 
+ F(x—io)e®-ioX dr — | F(x-+io)e®+ot dx. (2.74) 
Y Ÿ 


D'après les conditions du théorème, lorsque © —+ ©, | F (x + iw) [| — 
—+ 0 uniformément en x € [v, v.l, donc les deux dernières intégrales 
tendant vers zéro et l’égalité (2.74) entraîne (2.73). Du lemme de 
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Jordan il résulte que f (t) = 0 pour { << 0. Enfin, de (2.72) il vient 


+ 00 
[ GS OQe, où Q=— | LF (y + iy) |dy 


— 00 


et y est un nombre quelconque >> v,. Donc, existe l’intégrale 


Fi(z)= | f(the dt pour Rez> . 
0 


ty 
Cytiw) B(7y,*iw) 


D(y-iw) A(y,-iw) 
Fig. 18 


Pour démontrer le théorème il suffit de prouver maintenant que 
F; (z) est confondue avec F (z). Dans F, (z) remplaçons z par & — 


= € + in, où Ë > y: 


A A V-i00 
F; (©= lim | 0) e”tt dt — us je-t di — | F (2) e’t dz. 
7 0 ef) Y—i00 


L'intégrale (2.72) est absolument convergente. Donc, dans le second 
membre de la dernière égalité on peut intervenir l’ordre d’intégra- 
tion : 


Y+i00 A 
Fi (6) = lim __. | F'(z) dz | e-&-2{dt, Ret=Rez. 
A—00 Je À 
On remarquera que 
A 00 
lim | e-@-2t di — | e-@-2)t FREE 
À — 00 0 0 C— 2 
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et la dernière intégrale est uniformément convergente en y pour 
Re (6 — z) = ë — y > 0. En effet, 


| | e-(@-—2)t at|< | eReG-2)tdt — | e-E-vi dt —+ 0 
À À À 
lorsque À — co, et l’on a 


y+ico 
= 1 F (2) 
F(O= | SE Ge (2.75) 
Y—1i00 
Considérons maintenant un contour fermé [L' constitué du seg- 
ment AB de la droite Re z = yet de l’arc cR du demi-cercle de rayon 
R interceptant ce segment (fig. 19). Pour R suffisamment grand, 


À 


Fig. 19 


le point & sera compris à l’intérieur de ce contour et en vertu de la 
formule de Cauchy (cf. (1.20)) on obtient 


{ F (2) dz 4 (  F(z) az { F (z) dz 
FO= 3 J 26 ni | 20 +3 | Z=C ‘ (2.76) 


ic R 


D'après la condition du théorème il suit que quel que soit 8>>0, 
il existe un À, tel que pour tous les R>R, l'on ait [F(2)|<<e 


en tous les points z du demi-cercle cp, i.e. z—y+Ret?, — + 


LPS. On obtient alors les inégalités 


IT 

2 
1 [ JFG &T “x 17 ____Rädp_ _ 
Sn J O2] 2n J R=TE—vT 
CR CR 


1 | F (z) dz 


eR 
Ale) 
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si seulement R > R, et R>—2|6—7yl|. Donc, dans (2.76) l'inté- 


grale étendue à l'arc ck tend vers zéro lorsque À — co, d’où il suit 
que 


OU (2) d2 
F()= 7 2ru | z— 0 
Y — Ÿ00 


lorsque À — co. En comparant la dernière égalité à (2.79), on obtient 
F(E) = F1 (0) dans le demi-plan Re Ê > Yo. M 
Lorsqu'on résout des problèmes par la méthode du calcul opéra- 
tionnel on a souvent à calculer l’intégrale de contour 
NS: 
Y—100 
sans avoir étudié préalablement le problème de la représentabilité 
de la fonction F (z) par une intégrale de Laplace. Il est naturel 
d'utiliser les renseignements recueillis pendant le calcul de (2.77) 
pour élucider le problème de la représentabilité de F (z) par une 
intégrale de Laplace. Le théorème suivant est susceptible d’être 
très utile. 
Théorème 4. Si une fonction F' (z) analytique dans le demi-plan 
Rez>> yo vérifie les conditions: 
: F (2) 
1) lim ee. 
| z |— oo 
en arg z dans tout demi-plan Re 22 > Yo; 
2) pour tous les tE]J— oo, co[ existe 


—= 0 et Rez>> 7, et la convergence est uniforme 


v+io 
im | FE gt = (1); (2.78) 


Y—io 


3) la fonction ®(t) est dérivable dans l'intervalle ]—co, — ol et sa 
dérivée est représentable par l'intégrale de Laplace absolument conver- 
gente 


Fi (2) = | D’ (#) et dt, (2.79) 
0 


alors F'(z) = F, (z) et partant F (z) est représentable par une intégrale 
de Laplace. 
Démonstration. La condition {) entraîne comme dans la 
acer" rc du théorème 3 que ® (t) ne dépend pas de y. La fonc- 
(2) 


tion —“ réalise dans le demi-plan Re 227, > y, les conditions du 


lemme de Jordan, donc ® (f) = O0 pour tous les £{ << 0 et en vertu 
de la continuité de ® (t) on a D (0) = 0. Appliquant le théorème 


71 


d'inversion (cf. pt. 3) à l’intégrale (2.79), on obtient 
Yi 00 
{ Frs) :; 
D(t)=— | EL et dr, LC] — oo, 00{. 
Y—100 
Donc, pour tous les £#E]—oc, cf et les y suffisamment grands, 
on à 
v+i0 F 
Lin | OA te. 
@ —+ 00 v<io Z 
ou 


oO 
1 [ FOHiy)—E: (Hi) ut y — 
= j er e"vt dy = 0. 


D'où (cf. [30]) il vient 
F(V+iy)—F: (VTT iy) 
v+iy 
Donc F(z) = F;,(z). 1 
Théorème 5. Si dans le demi-plan Re z >> y,, q (2) est représen- 
table par une intégrale de Laplace absolument convergente 


00 


=0, y E]— 00, co[. 


g(a)= | h(t)e% de, (2.80) 
0 


H (z) est une fonction analytique au voisinage du point zéro (y compris 
au point z — 0) et H (0) = 0, alors H [aq (z)l est représentable par une 
intégrale de Laplace absolument convergente. 
On démontrera ce théorème dans le cas où A (t) vérifie l’iné- 
galité 
[R(GE)ISQe* , &e[ 0, of. (2.81) 


Démonstration. Par hypothèse, la fonction Æ (2) est 
représentable par la série entière 


H (2) bp: ARZE, (2.82) 


dont le rayon de convergence est p, => 0. De (2.80) et (2.81) il suit 


Œ > 


[9 (z)1<Q | e-(v-ot dé = où y Rez=>o (2.83) 
0 


Supposons que V1 > Yo est tel que 


LP << Po. 


V1 —X 
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On a alors [| q(z) | Sp dans le demi-plan Re 2>Y,. D'où suit la 
convergence uniforme de la série 


2 a [9(2)}=Æ IQ (2)l 


dans le domaine Rez>"7:4 En effet, 
Det I<  lalls QUE À lente" < 


Posons 
1 


hatt)=h(t), ht) | hustt—u)h(u)du, k=—92,3... (2.84) 
0 
De toute évidence (cîf. propriété 9) 


| he #dt=Iq(a", k—1,2,... 
0 


De (2.81) il résulte 
t 
he (#1 Q2 | ett-u)au du = Qrtet 
0 
Si maintenant l’on pose 


kpk—1 
OST (2.85) 
de (2.84) l'on déduit 
4 
[e k+17kh 
hn+1 (6) Sr : | extt-u) any ki Qu — <_ . ent, 


Donc l’inégalité (2.29) est vérifiée pour tous les k entiers. 
Montrons maintenant que la série 


D (£) = 2 ah (£) (2.86) 


est uniformément convergente dans tout intervalle [0, A]. 

La convergence de la série (2- 82) pour z = p entraîne l'existence 
d’un nombre M tel que | ao" | M pour tous les 4. Dans ce cas 
de (2.85) il vient 

QRth-1e 


th=1 
[air (DIE DM (Let 287 
d’où il résulte que pour #€[0, À] on a 
kR e%A Ak-1 
lent OISM (SE) GET : 
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= MQ L (SE) ea MQ (a+-+)4 
> Lanta 1 2 TT GE=DT  — p * p ù 


R=1 


Ce qui démontre la convergence uniforme de (2.86). L'’inégalité 
(2.87) implique 


o(1< #0 Qu D (2.83) 


Posons a+ = Va Il est évident que l’intégrale de Laplace 


D*(z)= | D(the-’* dt= lim | D (t)e-’* dt 
Œ —+ 00 0 


est absolument convergente dans le demi-plan Re z > y.. La con- 
vergence uniforme de (2.86) entraîne 


8 


D(t)e-t dt = "2: [nue ) er dt. (2.89) 


Montrons que la série du second membre est uniformément con- 
vergente en o>>0. Estimons pour cela la somme 


> ah | he (£) ee dé. 
k=N +1 0 


Posant Rez=y>n=a+< et tenant compte de (2.89), il vient 


_ : | S : ph=1 0, Vt 
| Da ax | in (Det dt|< > | ar | | EE — à, 
0 


R=N +1 0 R=N+1 
d'où 
é Fe h1,-(Y-a)t 
| D) ainoetale 3 > el di = 
=N+1 0 =N+1 0 
= 3 ll Tr < S ja — = 
R=N+1 k=N+i 
O0 k O0 
= D lml@ts= Z lalp'<e, 
kR=N+1 kR=N +1 
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où & est un nombre arbitraire donnée à priori si seulement V >> 
> No (e). La dernière conclusion découle de la convergence de Ia 


série À | a | p*. Donc, la série (2.89) est uniformément convergente 


en . "Si l’on fait tendre wo —©c on obtient 


D (= D a | me tdi= S ala(D"=Hlg()]. M 
RkR=1 0 RkR=1 
Par exemple, de (2.30) il vient 
_2t sa—i E À 
Le dt 


où Re æ& >> 1. Cette intégrale est absolument convergente pour 


—1 
Rez>>0 et la fonction À (if) = = 
pour & >> 1. Donc les fonctions 


1 
We 411 4 
ue . mn (+), 142%? 8 2" 


vérifie la condition (2.81) 


sont représentables par des intégrales de Laplace absolument con- 
vergentes. 


L'égalité 
O7 7 
— =\+"#à, > 0 
O 
entraîne la représentabilité des fonctions 
— O7 O7 - @Z 
a < 
zbe7®7 2—e7 2 V'z 


par une intégrale de Laplace. 


CHAPITRE II 


ÉLÉMENTS THÉORIQUES DU CALCUL OPÉRATIONNEL 


$ 3. Notions et propositions fondamentales 


Pour formuler exactement l’objet du calcul opérationnel rap- 
pelons les définitions fondamentales rattachées à la notion de rela- 
tion fonctionnelle, d'espace vectoriel, d’opérateur linéaire et d’an- 
neau. 

La notion de relation fonctionnelle est fondamentale en analyse 
mathématique. Dans le plus simple des cas, elle se présente comme 
suit. Soient À et Ÿ deux ensembles de nombres réels. Si à tout point 
x € À une loi fait correspondre un nombre y € Ÿ , on dit qu'est défi- 
nie une fonction y = f (x) sur l’ensemble X. L'ensemble X s'appelle 
domaine de définition, l’ensemble Ÿ domaine de valeurs de la fonc- 
tion j (x). 

Donc, la question se pose de savoir si le fait que les ensembles 
X et Ÿ sont des ensembles de nombres réels est essentiel pour la 
notion de dépendance fonctionnelle. Il est évident que non. Si l’on 
considère que À et Ÿ sont des ensembles quelconques d'éléments, 
on est conduit à la notion de dépendance fonctionnelle générale dont 
les exemples ne manquent pas dans les domaines les plus divers de la 
science. Par exemple, la position du centre de gravité d'un projectile 


en fonction du temps est donnée par la relation r = r (t) qui est 

une fonction vectorielle. Ici le domaine de définition de la fonction 

vectorielle appartient à l’ensemble des réels, et le domaine des 

valeurs est l’ensemble des vecteurs dans l’espace. Un autre exemple 
b 


de dépendance fonctionnelle est l'intégrale définie J (f) = | Î (x) dx. 


a 
Ici le domaine de définition est constitué de toutes les fonctions 
intégrables sur (a, b], le domaine de valeurs est une partie de l’en- 
semble des réels. L'intégrale indéfinie 
x 


y(x)=\b(u)du, x€la,b] 


C2 


a 


est un exemple de dépendance fonctionnelle où les domaines de défini- 
tion et de valeurs sont composés de fonctions, i.e. les éléments des 


ensembles X et ŸY sont des fonctions définies sur [a, b] et assujetties 
à des conditions supplémentaires. Donnons maintenant la définition 
exacte d’une dépendance fonctionnelle. Soient donnés deux ensem- 
bles arbitraires À et Ÿ et une loi associant à tout x € À un élément 
bien défini y € Ÿ. On dit qu'est défini un opérateur appliquant 
X dans Y . Désignons cet opérateur par À. L'application se note alors 
brièvement 


y = Ax, xEX. 


Cette égalité signifie que l'élément zxE€ À est associé à yEŸY par 
l’application À. L'élément y — Ax est l’image de l’élément x, l’élé- 
ment x l’antécédent de y —Ax € Ÿ. Si l’ensemble de toutes les images 
couvre l’ensemble Ÿ tout entier, on dit que l'opérateur À applique À 
sur Ÿ. L'application de À sur Ÿ est bijective si tout élément y € Y 
a un antécédent x et un seul. L'ensemble À est un espace vectoriel 
s’il contient la somme de deux quelconques de ses éléments x, et x, 
et le produit d’un élément quelconque x € À par un nombre À € X. 
Ces opérations possèdent les propriétés suivantes : 

1) (1 + Le) + Zs = 2, + (xs + za) (associativité). 

2) 1 + Ze = Zo + à, (commutativité) 


3) (+u)x=Ar+ux 

À (ts + to) = Ati + x 
4) (Au) x = X (ux) (associativité). 
D) 12=5%: 


| (distributivité) 


6. Il existe dans À un élément neutre 0 tel que quel que soit x € X 
l'on ait O + x = zx. 

L'élément 0 est le zéro de l’ensemble x. Les propriétés 1) à 6) 
entraînent : 

a) x + 0 = x pour tous les x € À : 

b) à tout x € À correspond un seul élément x’ — (—1)x tel 
que x + x’ — 0. Cet élément est noté —x de sorte que —(Àx) — 
= À (—x); 

c) quels que soient x, € À et x, € À il existe un seul élément x 
tel que x + x, = x,. L'élément x est appelé différence de x, et x, 
et se note x, — x,. La condition x, = x, équivaut à æ — x, = 0: 

d) À (ty — Ze) = hay — Àx ; 


e) AO = 0. 
L'ensemble défini est un espace vectoriel sur le corps des comple- 
xes si les nombres À, u, . . . sont complexes. Comme exemple d’espa- 


ces vectoriels citons l’ensemble de toutes les fonctions continues défi- 
nies sur un intervalle [a, b], la somme et le produit par un nombre 
étant compris au sens ordinaire. 

Deux ensembles X et Y sont isomorphes si entre leurs éléments on 
peut établir une correspondance conservant la somme et le produit 
par un nombre. Ce qui veut dire que si aux éléments x, € Xetx, € X 
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sont associés les éléments y, € Y et y, € Y, à l'élément x, + x, 
est associé l'élément y, + y, et à l'élément Àx, l'élément Ày.. 
Les zéros se correspondent dans l’isomorphisme. Deux ensembles 
peuvent être isomorphes même s'ils sont constitués d'éléments de 
nature différente. Cependant toutes les relations établies entre les 
éléments de l’un au moyen de l’addition et de la multiplication par 
un nombre sont valables pour l’autre. 

Un opérateur À défini sur un ensemble X est linéaire si pour 
deux éléments quelconques x, € À et x, € À et deux nombres quel- 
conques À, et À, est réalisée l'égalité 


À (As + ÂoTo) — AA %: + 5A Le 


Soit donné sur un ensemble X deux opérateurs linéaires À, et À, 
appliquant cet ensemble X dans un ensemble Y. On appelle somme 
des opérateurs À, et À, l'opérateur À associant à un élément x € X 
l'élément y défini par y = À,x + A,x. La somme des opérateurs 
est notée À, + À, — À. Il est aisé de vérifier que cette somme 
est un opérateur linéaire. 

Soient À, Ÿ , Z des ensembles. L'opérateur À applique À dans Y, 
l'opérateur B, Ÿ dans Z. On appelle produit de À et B l’opérateur C 
qui associe à x € À l’élément z € Z confondu avec l’image de l’élé- 
ment ÀAx € ŸY par l'application de Y dans Z. Donc, z = B (Ax). 
Le produit des opérateurs est noté BA — C. Le produit d'opérateurs 
linéaires est un opérateur linéaire. La somme et le produit de trois 
opérateurs ou plus sont associatifs, 1.e. 


A+B+C=(A+B)+C, CBA = C(BA), etc. 


Le produit de l’opérateur À par un nombre À est noté ÀA. Il se défi- 
nit comme suit. L'opérateur AA associe à x € X l'élément À (4x) € Y. 
L'opérateur qui applique À sur À de telle sorte que chaque image 
soit confondue avec son antécédent est dit opérateur unité et l’appli- 
cation correspondante application identique ou identité. L'’opéra- 
teur unité est noté Æ, donc Ex — x pour tout x € X. De toute évi- 
dence, £A — AF — À. 

Supposons que l’opérateur À applique l’ensemble X sur l’ensem- 
ble Y. On dit que l’opérateur À est inversible si quel que soit y € Y 
l’équation Az — y admet une solution unique. À tout y E Y on 
peut associer la solution de cette équation. L’operateur réalisant 
cette correspondance est l'inverse de l'opérateur À et se note À”. 
Il est évident que A-14 — Æ. On démontre que l'opérateur À”! 
inverse de l’opérateur linéaire À est également linéaire. Supposons 
que le domaine de valeurs de l’opérateur linéaire À appartient à un 
ensemble X, domaine de définition de À, i.e. l’ensemble ÿŸ € X. 
Dans ce cas, outre l’opérateur À, on peut considérer les puissances 
de l’opérateur À : 4? — AA, A — AA*?, ..., AT — AAT-tet l’opé- 
rateur ÀA° — Æ. En vertu de la définition du produit d'opérateurs, on a 


Ar — A (Az), Aix — A(A%), ..., Az = À (Aix). 
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On peut multiplier chacun de ces opérateurs par un nombre. On 
obtient la suite 


Lo, 4, GA? CCRX AnA”, 


où æ&, sont des nombres. Enfin, en faisant la somme de ces opéra: 
n 


teurs, on obtient l'opérateur B = à «x A". Le domaine de défini- 
tion de BP est l’ensemble X, le ie valeurs une partie de X. 
Si l’on désigne par P (À) le polynôme > ah? — P (à), où À est 
une variable réelle ou complexe, il est netiul de noter l'opérateur 


B = P (A) — S a, A". En envisageant un autre polynôme Q (À) — 
F0 


: m 
= 21 Br on peut construire l'opérateur Q (4) = à BrA}. 


Désignons par Ÿ (À) l’ensemble des opérateurs ainsi construits. 
Il est évident que Ÿ (À) est un espace vectoriel pour la somme et le 
produit par un nombre. 

Voyons une autre notion. Un ensemble vectoriel X est un anneau 
commutatif s’il est muni, en plus de la somme, de l’opération de mul- 
tiplication. Plus exactement, à chaque couple d'éléments x, € X 
et x, € À, cette opération associe le produit x,x, = x € X. Le pro- 
duit possède les propriétés suivantes : 

7) Lits = x2%, (commutativité). 

8) (tite) La —= Z1 (Xots) (associativité). 

9) 21 (xo + Za) = Zito + Zita (distributivité relativement à la 
somme). 

10) Atyto = To. 

Dans l’ensemble %Ÿ (4) de tous les opérateurs de la forme P (À), 
où P (À) est un polynôme, en plus de la somme on peut considérer 
le produit des opérateurs P (4) Q (4) = C (4), où C (à) est un 
polynôme, produit de P (À) par Q (4). Il est aisé de voir que l’en- 
semble Ÿ$ (A) est doué d’une structure d’anneau commutatif. On dit 
que l’anneau Ÿ (À) est engendré par l’opérateur À. 

Un sous-ensemble X, € X est un sous-anneau de ZX si le produit 

des éléments de À par un nombre, leur somme et leur produit appar- 
tiennent à À. On dit qu'un anneau X, est une extension de l'anneau 
À si À est un sous-anneau de À*,. 
Exemple : l’ensemble de toutes les fonctions f (t) continues sur [a, bl], 
la somme et le produit étant pris dans leur sens ordinaire. Notons 
cet anneau C. L'ensemble de tous les polynômes P (t), t E la, b], 
forme un sous-anneau de C. 

Ün anneau X est par définition un anneau unitaire s’il contient 
un élément e vérifiant la condition ex — x pour tous x € X. L'’élé- 
ment e s'appelle unité de l'anneau. L'anneau ne peut posséder plus 
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d'une unité. Les éléments x, =£ 0 et x, =£ 0 sont dits diviseurs de zéro 
si leur produit z,2z: = (0. 

On dit qu'un élément x d’un anneau commutatif unitaire possède 
un inverse si existe dans À un élément x’ tel que zx'x — e. L'’élé- 
ment x’ s'appelle inverse de x et se note x”!. Si chaque élément non 
nul possède un inverse, on dit d'un tel anneau qu'il est un corps. 

Arrêtons-nous sur l’isomorphisme des anneaux. Les anneaux 
X et Ÿ sont isomorphes si existe une correspondance biunivoque 
associant à des éléments quelconques x, et x, de X des éléments y, et 
yo de Ÿ, à la somme x, + x, la somme yi + y, au produit x; le 
produit Y1Y», et, enfin, au produit Àx (À étant un nombre) le produit 
ÀAy. L'application de À sur Ÿ possédant les propriétes énumérées 
s'appelle isomorphisme. À signaler que les zéros et les unités des an- 
neaux se correspondent respectivement par cet isomorphisme. Deux 
anneaux isomorphes sont considérés comme ne présentant pas de 
distinction fondamentale. 

En calcul opérationnel on étudie des anneaux de fonctions f (4) 
définies sur [0, oo, munis de la somme et du produit ordinaires 
par des nombres réels ou complexes. Le produit défini sur cet anneau 
de fonctions est différent du produit ordinaire de fonctions. Nous 
n’envisagerons que des anneaux commutatifs unitaires d'intégrité, 
i.e. sans diviseurs de zéro; nous noterons V un tel anneau. 

Théorème 1. Tout anneau commutatif N peut être étendu à un 
corps. 

Ce théorème joue un rôle assez important dans l'élaboration du 
calcul opérationnel. 

Démonstration. Soit un couple (f, g)}, où feet g£€N 
et g Æ 0. Deux couples (f, g) et (f1, £,) sont équivalents si 


81 = 18. (3.1) 


Dans ce cas seulement on écrira (f, g) — (f1, £1). Il est évident que 


(, g) — (, 8). Si (f, 8) — (fa 8), alors (f1, 81) — (f, g). Enfin, 
si (7, £) gi) et (fas L1) — (far Se), alors (f, g) — (far 82). En 
effet, l’équivalence implique fe, = fig et fie = fogyy d'où 


ÎE18e — 18£or Ja8og = Jo81£. 
On aura 


f£iLo = fagig OÙ  (fge — f28) 1 = 0, 


or 8, = 0, donc fg; — 28 = 0. 
La notion d'équivalence introduite partage l’ensemble de couples 
(f, g) en classes. Chaque classe est composée de couples équivalents. 
Comme tous les couples équivalents à (jf, £g) appartiennent par défini- 
tion à une même classe, celle-ci est déterminée par un de ses élé- 
ments, en l’occurrence (jf, g). Cet élément s’appelle représentant de la 
j 


classe. Désignons par _ la classe contenant le couple (f, g). Cette 
définition implique L — L, si et seulement si fg, — f,g. Définis- 
1 


80 


sons la somme et le produit comme suit 


La ie = fg1 this . 39 

g L g1 SE 2 
ne br (3.3) 
8 Bi 881 | 


Ces définitions sont correctes puisque gg, = 0 et les seconds 


membres de (3.2) et (3.3) ne dépendent pas du choix des représentants 

L et 2. En effet, si au lieu des représentants (f, g) et (f,, g,) on 
1 — — — — — — — 

prend par exemple (f, g) et (f, g.), les conditions fg = fg et 181 — 


— f,g, entraînent 


(fg1 + 18) (gg1) — (f gi + f18) (£g1) 


et 


(ff1) (gg1) = (ff1) (g£g1). 


La deuxième égalité est évidente. Pour vérifier la premiere il suffit 
de la mettre sous la forme (cf. propriétés 1) à 10)) 


(fg — fe) (g181) 7 (f1g4 — 181) (gg). 


Désormais il est aisé de vérifier que l’ensemble de tous les symboles 


1 forment un anneau commutatif relativement à la somme et au 


produit. Désignons cet anneau par YX. Ses éléments seront appelés 
opérateurs. Souvent on désignera les opérateurs par une lettre, par 


} 

l Î 
e et on l’appellera opérateur unitaire. À la place de l’opérateur . 
on écrira 0 et on l’appellera opérateur nul. 

Les nombres appartiennent à l’anneau V. On pourra donc consi- 
dérer le produit d’un nombre À par une fonction j (t) soit comme 
un produit ordinaire, soit comme un produit d'éléments de l'anneau. 
Dans la suite, nous n’étudierons que des anneaux dans lesquels ces 
deux produits sont confondus. Dans ce cas on a 1-f — f. 

Donc l’unité e de l’anneau À est confondue avec 1, et par consé- 


quent, l'opérateur unitaire e de l’anneau YX est égal à . Si À et 


exemple a = —, b — —, etc. A la place de l'opérateur L 5n écrira 


u sont des nombres, l’opérateur 2 peut être identifié à la fraction 


ordinaire L . En effet, ces opérateurs sont additionnés et multipliés 


par une constante comme une fraction ordinaire. 
Dans l'anneau W, l'équation fx — g n'admet pas toujours une 
solution. Dans l’anneau Y toute équation ax — b, où a = Ô admet 


toujours la solution x — a-lb. En effet, si a = 0 et a — - , il existe 
un opérateur inverse a! — = — + Donc, Ÿ% est un corps. 


6—0936 1 


L constituent un sous-anneau dans 


Les opérateurs de la forme - 
le corps X. En effet, 


an : nn. 0 15 
ES NS ST 


Ce sous-anneau est isomorphe à l’anneau ÂV. Associons à tout 
élément f € N un opérateur dont le représentant est le couple (f, 4), 
i.e. l’opérateur JT Cette correspondance associe à des éléments dis- 
tincts de V des opérateurs distincts. En effet, si f — g 0, les 
couples (7, 1) et (g, 1) ne seront pas équivalents. Cette correspon- 
dance est une bijection qui associe à la somme et au produit d’élé- 
ments de V respectivement une somme et un produit d'opérateurs. 
Donc, les éléments f sont confondus à l’isomorphisme près avec les 

f 


opérateurs L , C’est pourquoi on écrira simplement f au lieu de + et 


en particulier, , — |. 

L’anneau ŸV est contenu dans le corps Ÿ, i.e. % est une exten- 
sion de l’anneau VW. Le corps % s'appelle corps de quotients. On a dé- 
montré que tout anneau commutatif d'intégrité peut être étendu 
à un corps de quotients. M 

Citons des exemples simples de corps de quotients. Considérons 
l’anneau de tous les entiers, la somme, la différence, le produit ayant 
leur sens ordinaire. En vertu du théorème démontré, cet anneau est 
susceptible d’être étendu à un corps de quotients dont les éléments 


: m « : ° . ‘ 
seront les fractions Où M et n sont des entiers. On obtient ainsi 


le corps des nombres rationnels. 
Autre exemple. Soit l’anneau de tous les polynômes P (x) — 


ñn 
— S'a,x*. L'extension de cet anneau est un corps constitué de 
k=0 


toutes les fractions rationnelles Un 

En calcul opérationnel on étudie les anneaux d'opérateurs engen- 
drés par l’opérateur de dérivation L . On étudie également les diverses 
extensions de ces anneaux. À cet effet, on utilise l’isomorphisme qui 
permet de remplacer les anneaux initiaux par des anneaux dont la 
structure se prête mieux à l’étude. On a noté plus haut qu’en calcul 
opérationnel on considérait des fonctions f ({) définies sur la section 
[0, of. Pour rendre cette théorie plus complète il aurait été plus 
naturel d'envisager une classe de fonctions sommables sur tout inter- 
valle fini [0, al, ce qui aurait impliqué l'introduction de l'intégrale 
de Lebesgue. Cependant à des fins pratiques on peut fort bien se 
contenter de fonctions plus simples et avoir affaire à l’intégrale ordi- 


naire de Riemann. 
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Désignons par L l’ensemble de toutes les fonctions f (t) définies 
sur [0, cl, à valeurs réelles ou complexes et satisfaisant aux deux 
conditions suivantes : 

1) les fonctions f ({) possèdent un ensemble de mesure nulle de 
points de discontinuité sur tout intervalle fini; 

(0 3 


2) l'intégrale ( | f (4) | dt est finie quel que soit a => 0. Dans 


0 
la suite, on développera la théorie uniquement sur des fonctions de Z. 
Le lecteur familier avec la théorie de l’intégrale de Lebesgue pourra 
s’en servir. Dans ce cas Z désignera la classe de toutes les fonctions 
sommables sur un intervalle quelconque [0, al. De toute évidence, 
L est un espace vectoriel. Deux fonctions de ZL sont égales si elles 
prennent la même valeur en tout point de continuité commun. Pour 
que des fonctions f (t) € L et g (t) € L soient égales il est nécessaire 
et suffisant que 
t 


t 
| ft) du | g (u) du pour tous les ? =>0. (3.4) 
0 0 


t 
L'élément nul de Z sera une fonction ® (t) telle que [e (u) du = 0 
0 
pour tous les ? > 0. On dira qu'une fonction j (t) € L est nulle si 
t 


|; (u) du = 0 pour tous les { => 0. Dans ce cas cette fonction sera 
0 
partout nulle sauf en ses points de discontinuité. Si l’on considère 
des fonctions sommables-Lebesgue, l’élément nul sera toute fonction 
f (t) presque partout nulle. 

Introduisons l’opérateur d'intégration 


J (t) — ( f (u) du, (3.5) 
0 


où f (4) E L. L'opérateur d'intégration est désigné par _. Dans Îla 
suite nous verrons que cette notation n'est pas fortuite, mais qu'elle 
revêt une signification profonde. L'opérateur L est défini sur l’en- 


semble Z. Son domaine de valeurs est une partie de Z. On peut donc 
considérer ses puissances. Il est évident que 


LA u LA 
4 \2 
(a f (t) — | du ( j (&) dv — | (t—v) f (v) dv. 
Ù 0 0 
L'expression (=) j (t) = _ j (t) signifie une n-uple intégration. 
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Du cours d’analyse on sait que 


t 
Î Î : DE 
PT On | tv tj (v) du. 


Ce qui s'écrit encore 


t 
—O=Z | EN} (0) dv. (3.6) 


p" n | 
0 


On voit que pour calculer le résultat de l’application de l’opéra- 
teur - à toute fonction f(t)CL il faut prendre la dérivée 


de l'intégrale 


n | 


t 
| (2 4) dv. 
0 


ñn 
Cette intégrale s'appelle produit de convolution des fonctions — 
n | 


n 


et f(t). Il est évident que l’opérateur — est entièrement défini 


A 


in | : l 
par la fonction Te On peut donc associer à l'opérateur PT 


n 
la fonction — et établir par là même une application des opéra- 


teurs _ n—0, 4, 2, ..., dans l’ensemble Z. Cette application 
P 
ñn 
est pariois notée Eu 2. Nous utiliserons simplement le signe 


pr * nl! 
d'égalité 
= +. (3.7) 


p" n | 


On montrera dans la suite (cf. $ 5) que cette forme d'écriture est 
justifiée. 

On remarquera que la formule (3.7) peut être envisagée comme 
un Cas particulier de (3.6) pour f(t)—1, tE[0, of. Etendons-nous 


sur la correspondance (3.7). L'image du produit À.— est la fonc- 
P 
ñn 
tion JT, celle de la somme des opérateurs te la somme 
in + 
des fonctions +. c’est-à-dire qu'on a 
1 Am 1 LE 
or ns pe pe mi Un So 


Voyons Île produit des opérateurs — et E D'une part, 


pr 
on à (cf. (3.7)) 


dl min 
pain — (mEn)l* (3.9) 
De l’autre, les égalités LP à 1 2 4 ja formule (3.6) 
B m m | pr nl | 


entraînent pour toute fonction f(t)€ L 


Ù 


t 
1 + @)=+ | rl Léa f (u) du, 


m | n | 


ou 


(10) | EU au | GE + (uy du 


ar: m | (n—1)! 
0 


Intervertissant l’ordre d'intégration dans le second membre de la 
dernière égalité, on obtient 
t t 


_a (tom (o— y 


(22 


En faisant le changement de variables v—u—#% dans l’intégrale 
sur v, on obtient 


L —U 
Î Î _df (t—u—Ejm En-1 
7e (5/0) ns | ment % (811) 


En appliquant cette formule on exprime aisément l’image du 
in 


m 
produit des opérateurs 1 ! en fonction de 7 et —— , 
p p' m | n | 


nm 
En effet, étant donné que 


t t 

(tm D [GEI D im 
| m\(n—1)! = | (n—1)!lml it 
et, eu égard à (3.11), il vient 


l 


a (—- @)) _ | rene f(u) du. 
0 


À min 
EST —— 


. | : 1 
Donc, l’image du produit des opérateurs FA et Le monte 


ie. (cf. (3.9) 
EE (3.19) 


En vertu de (3.12), on a 


4 
=+ | (Co Mi (3.13) 


min! 


Au premier membre on a un produit d'opérateurs, au second 
in 


la dérivée du produit de convolution des fonctions 


Q d Lé : | t { IE e- 
images des opérateurs De e FR expression 


peut être envisagée comme le produit (généralisé) des fonctions 


im in ue | L | 
note Pour le distinguer du produit ordinaire de fonctions 


on le notera X. 
Donc, par définition, 


ne | MST ee (3.14) 
0 


m | 

Il est clair que dans (3.14) on peut remplacer les fonctions — 

M | 

et _ par les dérivées des fonctions F(t) et G(t) si seulement 
le second membre de (3.14) a un sens, i.e. 


t 
FX G()= + | F(E—E) G (6) dE. (3.15) 
0 


On rappelle que l’objet du calcul opérationnel est de cons- 
truire et d'étudier les propriétés d’anneaux d'opérateurs dépendant 
de l’opérateur de dérivation. À partir de l'opérateur d'intégration 
on peut construire un anneau simple de même nature. Soit, 


? Î 
en effet, l’ensemble de tous les opérateurs de la forme P (=)= 
=> +, où P(z)=— © axz* est un polynôme. On a vu que cet 
k P k L 
ensemble était un anneau commutatif noté B|+| engendré par 


1 Le 1 
l'opérateur a À tout ii P (- cp[—| on peut associer 
A “BR . “k . 
le polynôme Q()= > ——— D 7. i.e. 
k k 
| 3.16 
p(—)=0(%. (3.16) 
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En particulier, lorsque P (=, l'égalité (3.16) est confon- 


due avec (3.7). 

Notons %Ÿ [ét] l’ensemble de tous les polynômes d’une variable 
réelle & € [0, co]. Il est évident que c’est un espace vectoriel pour la 
somme et le produit par un nombre ordinaires. Si maintenant l'on 
munit % [f) du produit en vertu de la formule (3.15), i.e. si l’on 
définit le produit des polynômes P (ft) et © (t) comme suit 


t 


R(D=P (+) X Q(D=+ | P(E—E Q(E) SE, (3.17) 


0 


l’ensemble $ [é] sera un anneau. 
Pour le prouver il faut s'assurer que le produit (3.17) vérifie les 
conditions 7) à 10). Nous ne nous étendrons pas sur ce sujet car dans 
les paragraphes suivants ces propriétés seront développées pour une 
classe plus large que celle des polynômes. Remarquons seulement que 
s'agissant des polynômes il suffit de vérifier ces conditions pour les 
fonctions puissance &”, n — 0, 1, 2, ... Ce qui est aisé eu égard 

à la formule 
fn x pt — mlnl pin 


(mn)! ! 


qui découle des égalités (3.9) et (3.12). Les propriétés (3.8), (3.9) 
et (3.18) et la bijectivité de (3.16) entraînent que l’anneau d’opéra- 


teurs % —. et l'anneau des polynômes % [t] sont isomorphes. 


(3.18) 


L'’anneau + contient relativement peu d'opérateurs. Par exem- 


ple, il ne contient pas d'opérateurs de la forme TR , ni l'opérateur 


( 


de dérivation. Il faut donc l’élargir. Cette extension se réalise le plus 
facilement par l’'isomorphisme des anneaux % —| et À (él. Il 


est aisé d'étendre $ [é]: il suffit pour cela de remplacer les polynômes 
par une classe plus large de fonctions. Ce qui est possible puisque 
l'existence du second membre de (3.17) n'implique pas forcément 
que P (t) et © (t) soient des polynômes. Une fois l'extension de 
l’anneau Ÿ$ [él réalisée, i.e. une fois construit un anneau Ÿ dont 
% [él est un sous-anneau, il faut représenter la fonction f (é) € % 


a Î | 
par l'intermédiaire de l’opérateur ré Dans ce cas il est nécessaire 


de généraliser l'égalité (3.16) à une classe de fonctions plus large 
que celle des polynômes. Pour cela on peut se servir de l'intégrale 
définie (2.30) 


L 
zh 


| the-tt dt = À (3.19) 
0 
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où 3 = x — iy est une variable complexe et x = 0. De (3.19) il vient 


O0 


anth +, _ dk 
2 || ] e => +, 
k 


0 k 


OU 


O0 


z|[Qweta=p(T), (3.20) 
ù 


À l’aide de la formule (3.20) on peut trouver le polynôme P (2) 
correspondant à Q (t) € $ [ét] et choisir dans l’anneau % Ë l’opé- 


rateur P (=) associé à Q(t). Si l’on remplace formellement z par 
p dans (3.20), on obtient 


P| Qwevaæ-Pr(—), (3.21) 


qui peut être considérée comme une inversion de l’application (3. 
En remplaçant le polynôme Q (t) par f(t) dans (3.20) et (3. 


Œ Co 
NO > 


on peut généraliser la définition de l'opérateur P (=) sa 
R 


à une classe de fonctions plus large que celle des polynômes. Ces 
considérations seront dévéloppées dans le détail dans les paragraphes 
suivants. 


$ 4. Produit de convolution de fonctions 


{. Définition du produit de convolution de fonctions et ses pro- 
priétés. On appelle produit de convolution de deux fonctions f (t) 
et g(t), tE[0, oo, l'expression 

t 
h (= | f(t— u) g (u) du. (4.1) 
0 


Si f (é) et g (ét) sont continues sur l'intervalle [0, ol, la fonction 
(ft) = f (ét — u) g (u) le sera également sur l’intervalle [0, é]. Donc, 
l'intégrale (4.1) existe. Il est aisé de démontrer que la fonction À (t) 
sera également continue. 

Penchons-nous sur quelques exemples de produits de convolution. 

Soit fé) = fx, a > 0, g(t) =, $ > 0. Il vient À (ti) — 

t 


= | (ét — u)% ubdu. Posant u — tË, du — id Ë£, on obtient 


0 
1 
(= TEE À (ASE dE 
0 
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Or de la théorie des intégrales eulériennes on sait 
1 


l(a+1)r { 
fat RE, a>—1, B>—1 (49 
0 


où r(a)= | x%- le * dx, a >> 0 est Ia fonction gamma. Donc 
0 


t 
r 4) Tr { 
(= [G—uut que RER (43) 
0 


On remarquera que la formule (4.3) est valable pour « et $ négatifs 
si seulement & > —1 et f => —1. 
Supposons maintenant que f (fé) — et, g (t) — ebt, On a 
t t 
h (t) = | eatt-u) Bu du — ext | e(B-au du, 
0 0 


t 
| exti-u)ebu Ju — 
0 


Le produit de convolution (4.1) ne s'applique pas uniquement aux 
fonctions continues. On démontre que le produit de convolution 
de deux fonctions de Z (voir définition de Z dans le $ 3) appartient 
également à ZL et 

a 


RLIOIEZ 
0 


et __ Qi 
p—a ‘ 


| f (£) | di | |g (&) | dé. (4.4) 
0 


on 


Posons f(t) — g(t) — t *. Il est évident que ces fonctions sont 
discontinues au point € — 0. Leur produit de convolution est 


ee re (—) 

| CE du = 5 

ir 
et présente une discontinuité au point é = 0. 


Soit 
0 si £€[0, AI 
n (6, =, si At 
une famille de fonctions dépendant d’un paramètre À. Il est évident 
que À E [0, œf. Le graphe de la fonction n —n(t; À) est repré- 


senté sur la fig. 20. Si À = 0 on a nt; 0) =n(t) = Î pour tous 
les { > 0. Calculons le produit de convolution des fonctions n (f; À) 
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et nt; u). On a 
4 


h(O= nu; Mn; pu) du. 
(0 


Comme mu; U) = 0 pour u<u et n (u; Hi pour u > 


on a A(t) = 0 lorsque {<< u. Pourt > monah (ti) — (nu: 29x 


EL 


Fig. 20 


X du. En posant ét — u — Ë, du — —d£, on obtient h(t) = 
t—{L 
— | n (£; À) d£ pour t > u. En reprenant les raisonnements 


0 
précédents on déduit que h (t) = 0 lorsque { — nu << À. Pouri — u > 
î—U 


> À il vient h (t) = | dë et le produit de convolution cherché 


l 
0 th +, 
= | nt-u;: à) n(u p) du = | EE à 
: t—hk—u pour À+u<t, 


ou encore 
t 


t 
fné—u; Ant; u)du= | n(u; À 4) du. (4.5) 
0 


0 


Propriétés fondamentales du produit de 
convolution 
1. Le produit de convolution est commutatil : 


t 


t 
| f(t— u) g(u) du — Î g(t—u) f(u) du. 
0 


0 
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Faisons le changement de variable { — u — £ dans la première 


intégrale. On à du — —d£é et 


L 


0 


2. Le produit de convolution est associatif : 


Lu 


4 , 
JÉTre-u-met [node] f6-ma 
0 ) | 


0 


0 L 
JG u)g(u)du= — | FO) e(—E = | (5) 7 (EdE. 
t 0 


g(u—v)h (v) dv. 


Rappelons une formule de la théorie des intégrales multiples. 
Si f(x, y) est une fonction arbitraire intégrable sur le triangle T 


(fig. 21) limité par les droites 
y=a, x=bety—=x, 


on a l'égalité 
| dx Ï (x, Te dy 
a a 


a 


f(x; y) dx, 


(4.6) 


appelée souvent formule de Dirichlet pour intégrales doubles. Pour 
démontrer cette formule il suffit de remarquer que les deux intégrales 


itérées de (4.6) sont égales à l'intégrale double | (te y) dx dy 
T 


étendue au triangle 7. Le lecteur pourra s'en assurer sans peine en 
appliquant la formule de réduction d’une intégrale double à une 


intégrale itérée. 
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Revenons maintenant à la démonstration de la propriété 2. Soit 
l'intégrale 
t-u 
| fG—u—v) 8 (v) dv. 


0 
Faisons le changement de variables v—=w—u, du—dw. On a 
1—u t 
| f(t—u— v) g (0) dv = | f(t— w) g (w—u) du, 
0 u 
donc, 


T—u 


t ’ / 
| Lfe-u-net nt) da h (u) du f(t—w) g(w—u) du. 


Si l’on applique la formule de Dirichlet (4.6) en y faisant a = 0, 
b=i, y—=u, x = w, on obtient 


T-u 


l j : 
LOT F—u0) 800) do [1h e9 du | (a dv À € ou à (9 du. 
0 0 | À 


3. Le produit de convolution est distributif relativement à l'addition 


t [A t 
| LÉ —u) + g (té —u)] k (u) du — | f (—u) h (0) du + | g(t—u)r(u) du. 
0 0 


(l 


4. Multiplication du produit de convolution par un nombre: 

t t 

| Af(t—u) g(u) du —àÀ | f(t—u)g(u) du (À est un nombre). 

0 0 

9. Si f(i) et g (EL et leur produit de convolution 


au moins de ces fonctions prise entre 0 et t est partout nulle dans la 
section [0, ol. 

Les remarques faites au $ 3 sur l’élément nul de l’ensemble nous 
permettent de conclure brièvement: si le produit de convolution 
de deux fonctions est nul, l’une au moins de ces fonctions est nulle. 
La propriété 5 s'appelle souvent théorème de Titchmarch du nom 
de son auteur qui l’a démontré dans le cas général où la fonction 
n’est assujettie à aucune condition subsidiaire. La démonstration de 
ce theorème sera donnée au point 2. Maintenant nous allons prouver 
la propriété 5 pour le cas particulier où l'intégrale de Laplace des 
fonctions j ({) et g (t) est absolument convergente. 
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l 
Soit | f (t — u) g (u) du = 0 pour tous les { > 0. Par hypothèse, 


Ô 
il existe un y tel que les intégrales de Laplace 


O0 


FG)=| be" et G@)= ete di 
0 0 


sont absolument convergentes dans le domaine Re z => y. En vertu 
de la propriété 9, $ 2, le produit F (z) G (z) est la transformée de 
l 


Laplace de [a fonction 4 (t — u) g (u) du qui est nulle pour tous 


0 
les é > 0, donc, F (e) G (2) = 0 dans Re z > y. Les fonctions F (z) 
et G (z) sont analytiques dans Re z => y, donc si G (2) n’est pas identi- 
quement nulle, il existe un point z, tel que Re z, > y et G (20) 0. 
Alors dans un voisinage suffisamment petit de z,, la fonction G (2) 
n’est pas nulle et la fonction F (2) y est partout nulle et comme elle 
est analytique, F (2) = 0 pour tous les z tel que Re z => y. La pro- 
priété 8, $ 2, nous permet de conclure que f (ft) — 0 en chaque point 
de la section [0, œf, où f (f) est continue. En particulier, si f (6) 
est continue sur Î[0, œl, alors f (ft) — 0 pour tous les # > CO. 
2. Théorème de Titchmarch. Enoncons le théorème de convolution 
démontré par Titchmarch en 1926 [21]. 
Théorème 1. Si des fonctions f (t) et g(t) sont continues sur la 
section [0, of et leur produit de convolution 
t 
| fu) g (u) du —0 (4.7) 
0 
pour tous les t > 0, alors l’une au moins de ces fonctions est partout 
nulle sur [0, oo. 
Remarque. La continuité des fonctions f(t) et g (t) dans 
la section [0, œ[ n'est pas essentielle. En effet, 
t t 
fi (6) = | f{u)du, gift) = | g (u) du. 
0 0 
Intégrant (4.7), on obtient 
l 6 
A 
À dé | FE—u)g Cu) du=c. 
0 0 
Or le premier membre est nul pour t—0, donc 


Ë 
dE | fE—u)g (u) du=0. 


0 


Qi 
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D'où, compte tenu de (4.6), il vient 
t 


| g(u)du | Eu) dé =0; 


(0 U 


posant É—u—m"n, dé dn, on aura 


t t-u 

(ru) = À f(m dn= fi (tu), 
0 

Donc, | 


fé —u) g (u) du =0, 


Of + 


ou 
| g(t—u) fi (u) du = 0. 
0 


Intégrant une fois de plus la dernière égalité, on obtient 


t 


\# (t—u)gi(u)du=0, #€[0, oo. (4.8) 


0 


Si le théorème vaut pour les fonctions continues, il le sera immé- 
diatement pour les fonctions de ZL et en général pour les fonctions 
sommables-Lebesgue. 

Pour démontrer le théorème de Titchmarch, on aura besoin de 
quelques propositions supplémentaires. 

Si une suite de fonctions jf, (x) est uniformément convergente 
pour x € [a, bl, on sait que 


b b 
lim | fn (æ) dx = | lim f, (x) dx. 


7 — oo 1 — 00 


Mais la convergence sur La, b] n’est qu’une condition suffisante de 
permutation de l’ordre d’intégration et de passage à la limite. 
Si fn (x) sont des fonctions continues et la fonction f (x) — lim f, (x) 


n->00 
est discontinue, la convergence sera à priori non uniforme et le 
problème du passage à la limite sous le signe d'intégration implique 
une étude supplémentaire. 
Lemme 1. Si lim f,(x) — f(x), x € la, b]l et 


T1—> 00 


1) La fonction f (x) possède un nombre fini de points de discontinuité : 
2) existe un nombre Q tel que pour tous les x € La, bletn = 1, 2, … 


[fn &) | Q; 
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3) la suite f, (x) converge vers f (x) uniformément sur l'intervalle 
[a, bl sauf en des voisinages aussi petits que l’on peut des points de 
discontinuité de la fonction limite f (x), alors on a 


b b 
lim | (a) de= | f(x) dx. (4.9) 


Démonstration. Îl suffit de démontrer ce lemme pour 
le cas particulier où la fonction f (x) ne possède qu'un seul point 
de discontinuité sur [a, b]l. Dans le cas général on fractionnera 
l'intervalle d'intégration en un nombre fini d’intervalles contenant 
chacun un seul point de discontinuité de la fonction f (x). Ainsi 
supposons que f (x) présente une discontinuité en x = t. Pour fixer 
les idées convenons que t € la, b[. Les cas t — a ou t — b se traitent 
de façon analogue. Soit € => O0 un nombre quelconque assez petit 


et Ô — 5 - Prenons pour voisinage du point t l’intervalle } é — 


— 6, t+6ô[. On a 


b b t—Ô t—Ô b 
node | todr= À fe) dr | (D dr+ | fn ()da- 
a a a a t+0 
b t+6 t+Ô 
— |rtodet | fo de | j(ndz 
t+Ô t—0 t—Ô 


Par hypothèse, |f(x)[SQ, donc 


| | f(x) dr|<280 et FT te dx | <280. 
t=6 += 6 


Par hypothèse, la suite /, (x) converge uniformément vers j (x) dans 
[a, t—Ô] et [té 0, b]. La convergence uniforme entraîne 


t—5 = b ô 
lim | fn (x) dx = | f(x) dx; lim | fa (x) dx = f (x) dx. 
CR a LR t+0 t+0 
Donc, existe un #9 tel que 
t—6 t-Ô b b 
nt dr- [rade | mdr (rod <£ 
a a t+Ô t+Ô 


pour tous les nZ1nr. Pour n>7m, on a l’inépalité 


b 
| À fr Ge) a | j (a) de [<< + ++ 280 +260 = ++ 460 


a 
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Posant 5—-=. on obtient finalement 


8Q ? 


b 
| fn (x) dx — | Îf (x) dx | << e pour tous les nZ>no. M 


Q ss) © 


Lemme 2. Si une fonction f(t) est continue sur [0, T], alors 
existe la limite 
t 
evhnt=u) f{u) du = | f (u) du (4.10) 
0 


Ci 
lim ÿ pa 


PE G 


Qu +3 


pout tout tE[0, Tf. 
Démonstration. SoittE[0, ?T et Q = max{f(t)|. Considérons 
te[0, TI 


la série 


SOU en (t-10ÿ (nu), (4.11) 
k= 


Figeons un nombre nr >0 et t. Le terme général de la série de 
fonctions vérifie l’inégalité 


__4\k nkT 
| en (E-uÿ (u) << 
; = erRT 
Or la série D, —— est convergente et ses termes ne dépendent 


k—0 
pas de la variable u, donc, la série (4.11) est uniformément con- 
vergente dans le domaine u€[0, T] et 


C0 T T CO 
S ER e-nk (t-n)j (u) au = | D CR e-nû (e-u\ f (u) du. 
k—0 


k=—0 0 0 
On a 
. k 
> mt e-nk(t-u)— en (i-u) 
k=0 
Donc, 
CO De F T 
>» Le \ eme FC) du= | ere ÉTU (u) du 
h—0 © 0 


Compte tenu de l'égalité 
{ pour u<it 


lime ei pour u—=t 
71— CO 0 


en ({—u) — 


on aura pour la suite f,(u)=e-e "(0 f{u) 


lim f,(u)=#f{u) si ue[0,tl 


et 
lim f, (u)=0 si Ut, 


ni — 00 
Démontrons maintenant que la suite f, (u) vérifie toutes les 
conditions du lemme 1. En effet, comme 0 &e-e7"Ë7% 1 on a 


| fn (u) [KO uE[0, 7] 


TTETW. I] est évident que 


Soit Pr(u)—=e"t 
Pa (u) = net * ({—u) < (. 
Donc, la fonction œ, (u) est décroissante. Si Ô = 0 est suffisamment 
petit et uw ETO,£ — Ô], alors 1 — , (u) < 1 — p, (t — Ô). Si 
u E lt + 6, T], alors pa (u) & p, (i + 6). D'où il résulte 
[f(u) — fn (u) 1 Q (1 — pr (t — 6)) pour u € [0, & — ôl, 
[fn (u) | Qpn (t + 8) pour u E lt + 6, TT. 
Ces inégalités entraînent la convergence uniforme de la suite f, (u) 


sur les intervalles [0, t — Ô] et [é + Ô, TI]. Donc, la troisième con- 
dition du lemme 1 est remplie et l’on a 


00 T 
je - 
lim D (Est | ge AGO EU) in! lim e-e7"67#}f (y) du = 
HO 0 0 
t 


| / (du, L 


Lemme 3. Si une fonction f (t) est continue sur l'intervalle [0, T] 
et existe un nombre Q tel que 


T 
| ent (t) at\<Q pour tous les n==0, 1, 2,..., (4.19) 
0 
alors f(t)—0 sur l'intervalle [0, TI. 
Démonstration. Le lemme 2 donne 


C0 T t 
lim D ME ('entuf(u) du | f(u)du. (413 
FTP RO | 0 0 


D'un autre côté, la condition (4.12) entraîne 


Rt 


CO T CO 
: ( Le | entuÿ (u) dul<Q Y = 0 (e° auf) 
R=1 0 k—1 
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lorsque nr —> oo. De (4.13) on déduit lorsque n — oo 


t 


T 
| f(u)du= | j(u)du, +610, TT, 
0 


0 


t 
d’où | f(u) du =0 pour tous les 4€[0, T1; donc, 
0 


f(t)=0 pour tE[0, T]. 


Lemme 4. Si une fonction f (t) est continue sur l'intervalle [0, T] et 
T 
| Mf(t)dt=0; n—0, 1, 2,..., 
0 
alors f(t)—0 sur l'intervalle [0, T] tout entier. 
Démonstration. Posons {— ax; on aura 
Ta 
au | 2" f (ax) dx = 0. 


0 


Supposons que &æ >>0 est si petit que L>1. On a alors 


& 
a 
-h 
Re 
Ge 
Q 
& 
| 
| 
Ce, 
&. 
—< 
R 
KE 
Q 
à 


ou encore 


bats 


T 
| | x" f (ax) dx |< | |f(ax)|dx = 0. 
1 0 


Posant x—ef, dx = ef dt, on a 


L 
nm 
| | e"éf (@es) &Œ|<Q hd; 42 «5. 
0 
Le lemme 3 permet de conclure que f (æeë) — 0 pour tous les ËÈ € 
€ |, In = | ou f(t)= 0 pour t ET [x, T]. La fonction j ({) étant 


continue sur [0, T] et & => 0 un nombre arbitraire suffisamment 
petit, f (&) — 0 sur [0, T]. Æ 
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t 
Lemme 5. Si une fonction h (t) — PAC — u) g (u) du, alors 
0 


T 
lr(ert dt 
| T T T T 
— | f(t)e-4 dt | g(t)e-ztdt—e”Tz | e-2t dt | f (+ T—E) g (6) dE. 
0 0 0 l 


Démonstration. On a 
T T + 
Ha (2) = | h (te dt = | dt | e-xt-u-2u f (fu) g(u) du 
0 0 


© 


Faisons le changement de variables t — u = x, u — y dans l’inté- 
grale double. Il vient 0x +y<T,y>0,zx> 0. Le nouveau 


B(0,T) 


CT. T) 


Fig. 22 


domaine d'intégration sera donc le triangle ABO (fig. 22) e 


T T-x 
Hr(a)= | ef (o) de | g(e-vdy=F;(à &6— | e"#xf (a) X 
0 0 0 
T 
x dx | g (y)e7# dy, 
où _ 
T T 
Fr (2) = | f(the-’‘dt et Gr(z)— | g(t)e-t# dt, 
0 0 


et le domaine d'intégration sera le triangle ABC (fig. 22). Effectuons 
le changement de variables x + y — v, y — Ë dans la dernière 
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intégrale double. Il vient 0Lv—E<T,v>T, ET et le 
nouveau domaine d'intégration sera le triangle POR (fig. 23) et l’on 


aura 


A 5 T 
Hr (9 = Fr (2 Gr (2 —| e- 2 dv | f(v —E) g (Ë) dé. 
T v—T 


En posant enfin vu—t+7T, du—dt, on aura 


T T 
Hr (2) = Fr (2) Gr @— | erzt+n de | fÉHT—E)g(E) dE (4.14) 
0 0 
Démonstration du théorème de Tich- 
march pour le cas f(t) = gi(t). Soit f(t) une fonction 


continue sur [0, c Î[ et 
l 
k (4) — | f(t—u)f(u)du pour +€[0, oo. (4.15) 
( 
Le lemme 5 donne 
É T 


(| f@e-td)"=e-r (est at | je T 8) 7 (6 dE, 
0 


0 
> 0 est un nombre fixe quelconque. Posons z2=n et œ(t) — 


T 
T 

— | f(t+ T —E) f (Ë) dé, alors 
t 


T T 
ent (| j(tje-rt dt} = | e-"to (t) dé, 
0 


() 
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ou 
T 


(5), ET 
SOC) IL p (6) de. 


n 


D'où 
nd alet 
DÉCOR TESTS UICIE ESNITIOICE 
| 

donc 


Fo. La +. 
Tree x <V | lp (Idée. 
0 0 


De cette inégalité on déduit 


KETE LE | joe Edaey [roc 
0 + 


0 


n (2-+) T 
ou, puisque e ‘? ‘<< lorsque 12, 


T /2 


n (=-1) à È 

| fe ? ae V Tobias (iroa=0 
0 0 T 
2 


Enfin, en posant ——t=E, on obtient 


T/2 
| f(+—5) en dE | <Q. n—=0, 1, 2, ... 
0 
D'où et en vertu du lemme 3, on conclut que 
f(5—E) —0 lorsque £e[0, + | 


ou 


fJ(t)=0 lorsque t€[0, + |: 


comme 7 >> 0 est arbitraire, il suit que f (t) — O pour tous les 


t > 0. 5 


Démonstration du théorème de Titch- 
march dans le cas général. Soient f(t) et g(t) des 


fonctions continues pour t > 0 et 
t 
| fG—u) 8 (u) du—0 pour tE[0, oo. 
0 
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il vient 


t t 
| G—u) fu) g(u) du + À $(t—u)ug (u) du = 
0 0 


Posant f, (t) = tf (ti) et g, (ét) = tg (t), l’égalité précédente s’écrit: 
t t 
À (60) g (u) du + Î Gt —u) gi (u) du = 0. 
0 0 


Pour abréger notons fg le produit de convolution des fonctions 
f{(t) et g(t). L'égalité précédente s'écrit alors: 


f18 + 81 ne O, 
d'où 
f&1 (1g + fg1) = 0, 


où compte tenu des propriétés du produit de convolution 


T81f18 + fe181 = (8) (aigi) + (gi) gi) = 0. 


Mais fg = 0, donc (fg,) (fg,) = 0. D'où, en vertu du théorème de 
Titchmarch démontré pour le cas f = g, il vient fg, = 0 ou 
t 
| f(t—u) ug(u) du=0 (4.17) 
0 
pour tous les & > 0. Donc, (4.16) entraîne (4.17). 
Supposons que 
t 
| f(t—u)u"g(u)du=0, t1>0. (4.18) 
0 
Tout comme on a déduit (4.17) de (4.16), de (4.18) on déduit que 
t 
( f(t—u)ur+tig(u) du=0 pour tous les #20. 
0 


Donc, (4.18) vaut pour tous les n > 0. D'où en vertu du lemme 4 
on conclut que 


ft—u)g(u) =0 pou 0 Lu Lt< 00. (4.19) 


Si existe un u, tel que g (wo) 5 0, alors de (4.19) il vient f ( — us) — 
— 0, + Eu, oo [, i.e. f (ét) — 0 pour tous les t > 0Ô. M 


102 


$ o. Opérateurs 


1. Anneau de fonctions. Notons 7 l’ensemble de toutes les fonc- 
tions définies et dérivables surla section 0 < { << oo, et dont la 


NY 


dérivée appartient à l’ensemble Z *). Toute fonction F(t\ € M 
peut être mise sous la forme 


{ 


F(=F(0)+|f(udu, où (DEL. 


0 


Inversement, si une fonction F (ft) est de la forme 


f(u)du+X, où f(t)EL et À est un nombre, alors F(t)E€ M. 


Qi + 


De toute évidence, 7 est un espace vectoriel pour les opérations 
ordinaires d'addition de fonctions et de multiplication de fonctions 
par un nombre, contenu dans L: M & L. 

Lemme 1. Si des fonctions F' (t) € M et g(t) € L, alors le produit 
de convolution de ces fonctions 


H (= | F(t—u) g (u) du 
0 


appartient à M. 
Démonstration. La condition F(t)E M entraîne 
d 
F(9= | f(u) du+F(0, où (EL. 
0 
Soit 


h (= | f(E—v) 8 (b) dv. 


© 


Il vient 
t 


t u 
| h (u) du — | du | f(u—v) g(v) du. 
0 F ù 


En changeant l’ordre d'intégration dans l'intégrale double, on 
obtient 


| h (u) du — g (v) dv f(u—v) du, 
0 v 


*) Voir définition de Z au $ 3 
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ou en posant u—v—E#£, du = dËé, 


l 
Or | ® dé F(t)—F(0), donc on a 
0 


l 


t 
h (u) du — | F(t—v)g(v) du — F (0) | g (v) dv, 
0 


Or + 


t Î t 


H (= | Ft—v)g(o)do=F(0) | g()do+ | Ru) du. (54) 
0 0 0 


Les deux fonctions du second membre de la dernière égalité appar- 
tiennent à 7, donc, A (t) € M. ER 
Corollaire. Si des fonctions F (it) € M et G(t) € M, alors existe 
la dérivée 
FE 
+ | F(t—u) G(u) du= H (t 
0 


et la fonction H (t) appartient de nouveau à M. 
En effet, en remplaçant dans (9.1) la fonction g(t) par G (t), 
on obtient 
t t t 
| F (t—v) G(v) dv=F (0) | G.(v) dv + | H, (u) du, 
0 0 


0 


H, (u) = { f(u— v) G (v) do = | G(u—v) f (v) dv 
0 Û 
Le lemme 1 entraîne A, (u) € M, donc pour tous les t > 0 existe 
la dérivée 
t 
d 
H(b=< | F( t—v) G(v) du = F(0)G(t) + H,() 
0 
et, de toute évidence, À (t) € M. 

Supposons que À (é) € M et g(t) € L. En vertu du lemme Î le 
produit de convolution de ces fonctions appartient à M], donc, ce 
produit est dérivable. Introduisons la notation 

t 
ac 
hG)=— F(t—u) g(u) du. (9.2) 
0 
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La fonction h (t) € L. Ceci découle de la définition de l’ensemble A7. 
Il est évident que (95.2) est un opérateur linéaire défini et prenant 
ses valeurs dans Z. Cet opérateur est défini de façon unique par 
la fonction F (t). Si par exemple F (ft) = t, on obtient 


d 
h (= | ({ —u) g(u) du = À et g (u) du. (9.3) 
0 0 


À la fonction F (ét) = t est associé l’opérateur d'intégration. Cette 


circonstance a été signalé au $ 3 
Soit G(t) € M. Considérons les deux opérateurs linéaires 


t 


(= | F(t—u)g(u) du 
0 


et 
t 


(= | G(i—u) g (u) du. (5.4) 
0 


Calculons le produit de ces opérateurs. A cet effet, calculons 
t 


4 | G(t—u)h(u) du, où h(u) est définie par (5.2). On a 
0 


t l u 
JG@—u)h(u du | G(-—u) du À F(u—E) 8 (9 de 
0 0 (0 


u 


_ | G(t—u) du | F (0) g (u)+ | F(u—E8@ &]= 
d 0 


l 


= F(0) | G(t—u) g(u)du+ | G(t—u) du | F'(u—E) g () de 
0 0 


On + 


En intervertissant l’ordre d'intégration dans la dernière intégrale 
(ci. (4.6)), il vient 


| G(t—u)k(u)du=F(0) | G(t—u) g(u) du + 
0 0 


t 


1 
+ | g (Ë) dE | G(t—u) F'(u—E) du. 
0 Ë 
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Dans la deuxième intégrale posons u — it —"n, du — — a" : 
t t 
| G(t—u) k(u (0) À GE —u) g (u u) du +- 
0 0 

t t- € 
Le (dé | F'(t—E— 7) G(m dn= 
Ô 0 
t : 
Le ŒLF (0) GE + À F'(E—E— m0) G (rm dnl. 
0 0 
Întroduisons la notation : 

t 


LA 
K(D=F(0)G (+ | F'(—n) G(n) ane + À F (En) G (m) dn, 
(0 0 


1l vient 
t 
d , 
0 


D'où il résulte qu’au produit des opérateurs (5.4) correspond la 
fonction 


nee 
dt 


À (£— €) 8 (€) dé. 


t 
d 
K(=+ | F(t—u)G( u) du. 
Ô 


Cette formule a été obtenue au $ 3 (cf. (3.12)) pour le cas particulier 
Ft) = ti" et G(t) =. 
Munissons l’ensemble A7 du produit. On appelle produit des 
fonctions F (t) € M et G(t) E M Ia fonction 
t 
K(b=F(t) xG = | F(t—u)G(u) du. (5.5) 
0 


On a montré (cf. corollaire) que la fonction À ({) appartient de 
nouveau à /. Il est immédiat de vérifier, en utilisant les propriétés 
du produit de convolution (ci. $ 4), que le produit (5.5) possède 
les propriétés suivantes qui sont analogues aux propriétés 7) à 10) 
du $ 3. 
1) FH) XG(t) =G(t) XF (t) (commutativité), 

8) F(t) x (G L. _. A (t)) = ns “ 2 G . X À (t) (associativité), 
9) FG)X(GG+A(G)=F (6) x GC) +F (0) X H (+) (distribu- 
tivité), 

10) AF(G) KG =X(F (té) X G (b)). 

D'où il résulte que l’ensemble 7, doué du produit (5.5), est 
un anneau commutatif appelé anneau de Mikusinski. On a mentionné 
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qu'à toute fonction À (t) € M correspond un opérateur linéaire (5.2). 
L’anneau M est un anneau d'opérateurs linéaires. Cet anneau est 
composé de nombres, donc on peut considérer le produit d’un nombre 
par une fonction À X F{(t). D'un autre côté, M étant un espace 
vectoriel, il est muni du produit d’un nombre par un de ses éléments, 
ici ÀAF (t). 

Le produit (5.9) possède la propriété suivante : 

11) pour toute fonction F (t) EM on a 


LX F(D = (b, 


où À est un nombre. 
La démonstration découle . l'égalité 


Lx F(6 + LE (u) du=AF (+). 


Dans le cas particulier F b = — 1, la propriété 11) donne 
À Xu—AU, 
i.e. dans l’anneau M le produit des nombres s'effectue d’après les 
règles habituelles de l’arithmétique. 

Signalons encore une fois que dans le cas général le produit dans 
un anneau est distinct du produit ordinaire de fonctions. Au $ 4 
on a calculé le produit de convolution des fonctions é* et &6. En 
dérivant (4.3), on obtient l'égalité 

mp T(A+a)T (+8) «+8 
XI ratath | 
Pour arriver à cette formule on s’est servi de l'égalité 
lO+a+B)=(i+a+B)T(A+a+p). 

Calculons le produit L, (t) X Lu (t), où L, (t) et L, (t) sont des 
polynômes de Laguerre d'ordre n et m. On appelle polynôme de 
Laguerre d'ordre n le polynôme [20] 


n 


L(@= D (1 (5), 6.7) 


R=—0 


, n n| EL 2. . 
où ; TEE k—0, 1, 2, ...,n sont des coefficients bin 


miaux (2 est un os Compte tenu de (5.3), il vient 


LOL. 0 D (4) FE ax (rl 
= 


r r| 


(5.6) 


Ï 
D" 
D: ÿ 
Ms 
PT, 

| 

pote 

—” 

D" 

+ 

S 
nn, 
S à 
DL 
PT, 
+ 
me” 
on Le 
X 

| 

+ 

Ï 


222) (er 


En posant À + r — v dans la dernière somme on obtient 


mn 


En OX En 2 À WE (à À Pat 


n 


mi no: 
L | et comparons les coefficients 


V 
Pour calculer la somme S 


en les mêmes puissances de x dans l'identité 


n mn min 

n k m r ES ot A 
D (i)#>(r)r= ET )z 
R—0 r=0 v=0 


D'où l’on déduit sans peine 


. n m __fm+n 
ax) = V ): 
h=0 
et, en définitive, 


La (1) X Lm (£) = Litm (t). (2.8) 


2. Corps d'opérateurs. Dans le paragraphe précédent on a introduit 
l'anneau M. Prouvons que cet anneau est un anneau d’intégrité, 
i.e. ne possède pas de diviseurs de zéro. 

Soient F()EMet G(t) € M et l'égalité 


t 
F( x | F(t—u)G(u) du=0 (5.9) 
0 


est valable pour tous les #£ € [0, of. Alors le produit de convolution 
t 
\F(t—u) G (u) du est nul pour tous les & > 0. En appliquant 


0 
le théorème de Titchmarch, il résulte que l’une au moins des fonc- 
tions F (t) ou G (t) est identiquement nulle dans la section [0, oof. 
Donc, l’anneau M est un anneau d’intégrité. On sait (cf. $ 3, théorè- 
me 1) que l’anneau MW peut être étendu à un corps de quotients que 
nous noterons JW (12). Dans la suite nous écrirons simplement SK. 
Les éléments de NW seront appelés opérateurs. 

Rappelons que les éléments du corps sont des ensembles. Chacun 
de ces ensembles est constitué de couples équivalents (F (t), G (t)), 


G (t)=Æ 0. Les éléments du corps sont désignés par —. Deux couples 
(F (4), G(t)), (F,(é), G, (t)) sont équivalents si F XxkG=F, X6G, 
F 


CG se si et seulement si F X G, = F, X G. La somme et le produit 


1 
d'opérateurs se calculent comme en arithmétique sauf que le produit 
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est défini par la formule (5.9). Donc, 
FF _FXG+F XG 
CGT ee 0 
FF, _FXF, 


GG CXG 


L'ensemble de tous les opérateurs du corps se ramenant à la 


F Lg ° e L 3 
forme — constitue un sous-anneau isomorphe au sous-anneau ini- 


Î 
tial M. Donc au lieu de se on écrira # (t), i.e. Ts F (+). 


Si F (ti) = À, où À est un nombre, alors * — À. En particulier, 
= { et Tr = 0. L'expression . peut être envisagée comme une 
division dans le corps Mt. Cette dernière se distingue toutefois essen- 
tiellement de la division ordinaire. Cette opération sera confondue 
avec la division ordinaire uniquement dans le cas où F et G sont 
des costantes, i.e. F = X, G=u. 

Considérons dans le corps Ÿt tous les opérateurs réductibles 

F( 


à la forme ES F(0)—0. L'’ensemhle de ces opérateurs sera 


manifestement un espace vectoriel. La fonction Æ(t) est déri- 


vable et F”(t)—f(t). Associons à l'opérateur = la fonction 
G(t) 
t 


F"(t)—f(t). À deux opérateurs distincts SUR F(0)—0, 


G(0)—0 faisons correspondre les fonctions distinctes f (t)— F” (#), 
g(t)—G"(t). En effet, si f(t) et g(é) étaient confondues, ji.e. 
t 


1 


t 
| f(u) du— \ g(u) du pour tous les {>0, alors F(t)—=G(t) pour 
: | F(t) Gt) 


tous les 40. On obtiendrait alors =, ce qui contredit 


l'hypothèse ox 2@.. Donc, la correspondance entre l’ensemble 


de tous les opérateurs de la forme LE , F(0)j—0 et l’ensemble 


de toutes les fonctions f (t)— F" (t) (F (t) est une fonction de l’anneau 
initial) est biunivoque. Cette correspondance associe à la somme des 
opérateurs FH 4 20 la somme des fonctions }”(t)+G’(t). Ceci 


découle des égalités Si ne EU SHC et F"(t)+G'(t)— 


t 
= (F()+G (6). . 
L'image du produit de l'opérateur 2 par À est le produit 


de À par la fonction f(t)—#F’(t). En effet, , 0 = 0 et 


t 
(AF (t)) —AF"(t). Donc, l’ensemble de tous les opérateurs de la 
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F (t) 


forme F(0)—0 est isomorphe à l’ensemble des fonctions 


f(t)=F"(t). Les opérateurs du corps M RUN à la forme 
F(t) A 


——, F(0)—0 seront appelés fonctions et au lieu de 


; on écrira 
f(é). Aïnsi 
FO Fr (h=i@ si F(0)= 


Tout opérateur n’est pas réductible à une fonction. En eftet, 


# | . ° A # \ 
l'opérateur — ne peut visiblement pas être ramené à la forme 


+ , F(0)—0. On a déjà signalé que la somme de fonctions est 


A fonction. Un exemple simple montre que le produit de fonctions 


n’est pas toujours une fonction, i.e. le produit des opérateurs 
AS et 76), F(0)=0, G(0)=0 ne peut pas être toujours ramené 


à la forme =, H(0)—0. En effet, soit F(D—G(=VE. On a 
F( L 60 Vix vt 
t bt tkt 
En vertu de (5.6), il vient 


RE ) 


= _ = _ ri(): 
Vt Vi _Vixvt 2) nn 
t Hour — tkt  T(2)étKt  4t: 


Puisque 


r(i)=r(i+s)= sr) LE à rot. 


Donc, dans le cas général le produit de fonctions est un opérateur 
Théorème 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le 


produit des fonctions le — j (t) ei — ne cb — £g (t) soit une fonction 
est que le produit de os de f(t}et ; (t) appartienne à l'anneau 
M et s'annule pour t — 0 


Démonstration. Supposons que le produit 29 x 0 est 


une fonction. Dans ce cas on a 


G() __H(0) 


où A(t)EM et H(0)— 


Par définition 


t 
_ ( F(t—u) G(u) du 
0 


F(t) |, G(t) 
A 
t t 
F (0) G(t)+ \ F' (t—u) G (u) du Ü f(é—u) G(u) du 
— Ô _ 0 __ H (t) 
= tt EE tXt TUE 0 


d’où il suit 
t 
\f(t—u)G(u) du 
—— = H (i) 


ou 
t 
| G(t—u) f{u) du=t x H(i)=— ( A (u) du. 
0 0 
Dérivant et compte tenu de ce que G (0) = 0, il vient 
t 


| gG—u)f(u) du =Æ (b, 
0 


t 
d’où il suit que À f@—u) 8 (x) du CM. 
0 


t 
Inversement, si le produit de convolution | f(t—u) g(u) du — 
0 


— H(HEM et H(0)—0, l'égalité 


t t 
f(t—u) G(u) du | f(t—u) G(u) du 
©) 
t b tkt En t nn: 


entraîne que le produit de Le et 70 sera de nouveau une fonc- 
t 

tion; manifestement, f X g=—+— f(t—u)g(u) du. 
0 


Corollaire. Le produit d’une fonction F (t) € M par une fonction quel- 
conque g (t) € L est une jonction. 


t 
En effet, le produit de convolution { F(t — u) g (u) du (cf. S$ », 


0 
lemme 1) appartient à l’anneau M et est nul pour t = (. 


111 


Au $ 4 on a introduit la fonction 


O si 1< À, 
ner nel, si 1>4 


On a montré (ci. (4.9)) que le produit de convolution de n ({; À) 
et n(t; u) valait 

| t 

0 0 


D'où il résulte que le produit de ces fonctions appartient à l’anneau 
M et le produit n (ét; À) Xn(é; À) est une fonction et visiblement 


né; À) Xn(G; u)=n(t, A+). (5.10) 


Ainsi le corps M contient toutes les fonctions intégrables sur 
un intervalle fini quelconque [0, T]. Le corps Ÿt comprend les 
nombres complexes et de plus dans WW? le produit des nombres est 
confondu avec le produit ordinaire des nombres complexes. Donc, 
l'opérateur est une généralisation de la notion de fonction et de 
nombre complexe ; on aurait pu appeler les éléments de Yt fonctions 
généralisées. Mais eu égard à la terminologie consacrée en calcul 
opérationnel, la dénomination qui convient le mieux pour ces élé- 
ments est opérateur. L'opérateur se distingue foncièrement de la 
fonction. On ne peut en effet parler de la valeur d’un opérateur en un 
point. 

Pour définir l’anneau d'opérateurs 7 nous sommes partis de la 
relation 

nu 
k()=+ | F(t—u) g(u) du, 
0 


dans laquelle l’opérateur F (t) € M agit sur la fonction g (t) € L. 
Cet opérateur prend ses valeurs dans L. Mais les fonctions # (+) 
et g (t) appartiennent au corps Yt. On peut donc calculer le produit 


des opérateurs Æ (té) — pe et g(t) — 2 Ce produit vaut 
t 
: : \F(i—u)g(u) du : t 
t) XG(t ; 
FX go = RE À (Eu) g (u) du. 


0 
Donc, l’action de l'opérateur F(é) sur la fonction g(t) se traduit 
par le produit des opérateurs F(t) et g(=70, où G(t)— 
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L'opérateur 26 


peut être Per: comme le produit de l’opé- 


rateur + par la fonction À (é): 6 - L x SE, 


L'opérateur È joue un rôle né en ur opérationnel. 
On le désigne spécialement par 


1 
La formule (5.9) s'écrit dans ce cas 
pXxF(i)=F"(t); F(0)=0. (5.12) 
Donc lorsque F (0) — 0, le produit de la fonction À (t) E M par 
l'opérateur p — _ revient à dériver F (t). L'opérateur p peut être 


multiplié par tout opérateur Le i.e. le produit p X . a un sens 


# aA! r r L F 
pour tout opérateur . EX. Dans le cas général le produit p X F 


sera un opérateur. L'opérateur p — : s’appelle opérateur de dériva- 
tion. Si F'(t) est une fonction quelconque de W, de (5.12) il suit 
pX(F(4)—F(0)) = F (0), 
pXxF(t)=F'(t)+pF(0). (9.13) 
Si F" (1) E M, de (5.18) il suit 
pXx(bXxF(4) = px F°() + pr (0), 
ou 
p° X F(i) = F"( + pF" (0) + p°F (0). (5.14) 
Dans le cas général où la fonction F ({) possède une dérivée 


EF" (t) d'ordre n appartenant à L, l'application successive de la 
formule (5.13) nous conduit à l’expression 


px F()=FP (6) + pETP (0) + pi? (0) +... + p'F (0), (5.15) 
où p” désigne le produit pX pX... X p de n opérateurs. L’inverse 
de l'opérateur p est visiblement l'opérateur 1 _};. La fonction 
F(t) =1t€ M, donc de (5.11) on déduit 


t 


t 
EX | (Cu) ft) du= | f(u) du. (9.16) 
0 0 


Donc + est l’opérateur d'intégration. En l’appliquant aux deux 
membres de l'égalité 

1 

== 1, (5.17) 
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7. 1,1 pAN2 & pair 1 
on déduit de (6.16 —x—=(—) =— et ( | =: ( 
Compte tenu de (5.11), il vient 


OT 
L\r LE 1 1 
rene Xp pr: 
donc, 
1 in 
Let (5.18) 
et 
t 
1 __ 4  (t—u}" 
Xe | SE 7 (0) du. (5.19) 


0 


La formule (5.18) a été démontrée pour les n entiers positifs, 


mais on peut la généraliser à toute valeur de n —= v, où v > 0. 


7 1 | tY ; . ; 
Désignons par = la fonction AUTRE où v > 0. Ceci posé, (4.3) 
entraîne 

AT À 
p° AS ph pot: 
Donc, pour tous les v=>0 on a 
il L” 
FE TAET sb 


Dans Ia suite, pour simplifier l'écriture si aucune confusion 
n'est à craindre on supprimera le symbole X du produit. Au lieu de 


NE on écrira donc tout simplement ns La formule (5.19) 
1 1 
s'écrit alors 
t 
1 d |  (t—u)?t 
RO | 7 (x) du, (5.21) 
0 
et les formules (5.13), (5.15) 
F'(O=pF(0)—pF (0), (5.22) 
FF (G)= p'F(t)— p'F(0)—p"'F"(0)—...—pFT PV (0) (5.23) 


On désignera souvent les opérateurs de Ÿ? par une seule lettre, par 


F H | 
exemple nd b; etc. 
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3. Parties finies d’intégrales divergentes et leurs applications au 
calcul opérationnel. On a montré que le corps Nè contient toutes les 
fonctions intégrables sur un intervalle fini quelconque 0, 7. 
Il se pose la question de savoir s’il n’est pas possible de démontrer 
par les mêmes raisonnements que certaines fonctions non intégrables 
appartiennent au corps J}t. Considérons des fonctions non intégrables 
présentant des singularités pour t — 0. Désignons par W, l’ensemble 
des fonctions f (t) remplissant les conditions suivantes: 

{. Au voisinage de t — 0, i.e. pour t € ]0, ô] la fonction f (+) 
peut être mise sous la forme 


(= À Ÿ Bint”it Infé+h (6), (5.24) 


e 
I 
[en 
es 
Î 
[eæ, 


où @;k et B;4 sont des nombres réels ou complexes quelconques et la 
fonction À (t) absolument intégrable sur l’intervalle 10, ôl et bornée 
lorsque é — +-0. 

2. La fonction f (t) est absolument intégrable sur tout intervalle 
[ô, TT. Il est évident que V, est un espace vectoriel. 

Calculons l'intégrale indéfinie des fonctions #*In*t, k — 
— 0,1,2, ..., qui figurent dans le second membre de l’égalité 
(5.24). Si & — —1 il est évident que 


k InR+ts 
Re — 
| tnt dt = + C. 


Si 4a--— 1, une intégration par parties donne 


nt à dé — SA 27 FE nets dé 
Rue 
Appliquant une nouvelle fois cette formule, on obtient 
CENT NS NE ue M Fe 
E In*é dt ar In*t Tai In*é+...+(—1) PRET t dt, 
ou 
. ” k EL pa +1 k k ji 
|e Int dt = (int — a ti 
k (k—1) k—2 4 k k! 
Définissons la fonction ®,(t; &), k—0, 1, 2,..., en posant 
; D te R k k-1 k | 
D, (t, a)— a+ (in 7 Mn Fhntess) 
pour a+1-£0, 
D* (t : = pour a+1—0, 
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Pour tous les &« on a 
| né dé = D, (: a)+C. 
Supposons que f(t)E V,;. Soit l’intégrale 


où 0O<e<Ô<it. En vertu de (5.24), on aura 


Ô Us n M Ô 
J (e) — | f (u) du + f (u) Fe 2 Biz | u ik ]n*u du + 
à É 
+ | hu) du+ | f(u) du = TS PixD (63 œun) — 
E Ô 1, R | | 
— D BD (e; œu) + | À (u) du+ | 7 (u) du, 
i, k E ô 


ou 


t 
{ f (u) du + > PirDy (E; Gin) — Dr Bin Dr (Ô; Gin) + 


1, À 1,.h 
Ô t 
+|2( du+ | f(u) du. 
E Ô 


D'où il résulte que lorsque £ +0 existe la Jimite 
: 
lim [> BD (8: @i) + f (u) du |= 
LES E 
ô t 
= S' BDs (8: aux) + À R(u) du+ | f(u)du. (5.25) 
i, À 0 ô 
Cette limite s’appelle partie finie de l'intégrale généralement 


t l 
divergente | f (u) du et se note || f(u) du. Si donc l’on pose 
P 
0 0 


D (e) — > Bin D (E; ir), 


pour tous les {>> 0, on obtient 


lim | D(e)+ | f (u) du | = | f@ au (5.26) 
( 


E—++0 


Voici à titre d'exemples deux parties finies d’intégrales 


t t 


+ tX LA | . d 
| UNQU= TT QE — À : 2) —=Int; 
(0) 0 


1) 


3) (9.29) et la définition de la partie finie entraînent 
l 
| u“ Ink u du= ®, (t; @). (9.27) 
Û 
Propriétés des parties finies d'intégrales 
1. Si 


l l 


lim | f (u) du — | f (u) du, 
0 


E—+-+ 0 à 


alors 


On remarquera que la condition de convergence de l'intégrale 


| f(u) du lorsque £— +0 implique l’existence de lim O(e); mais 
e++0 


par construction de la fonction D(e), on voit que cette limite est 


nulle. 
2. Si à est un nombre, on peut le sortir de la partie finie de 


l'intégrale, i.e. 
: 
f (u) du. 


( 


î 
| af(u)du= a 
0 


î 
| g(u) du, alors 
Û 


t 


| f(u) du et 


3. Si existent les parties finies 


(em) 


existe la partie finie 


et l’on a l'égalité 
î 


[ue )+ g (u)] du. 


(UT u) du + 


0 


NE 
| g(u) du 
0 
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t 
4. L'intégrale définie \ f(u) du est égale à la différence des 


Q ————— 


œ 


| f(u) du et | f (u) du, i.e 
0 


0 


parties finies des intégrales 


t TE  — 
| f (u) du = | f (u) du — | f (u) du. 
œ 0 0 
Cette propriété découle de l’identité 
t t œ 
| f(u) du = ® (e)+ | f(u) du— ® (e)— | f (u) du, 


lorsque € — +0, 
Corollaire. Pour t>0 on a 


d 
dt 


| f(u) du f (e). 
0 
Supposons que f (t) € NV, est dérivable pour tous les { > 0 et 


que sa dérivée f” (t) appartient à V,. Dans ce cas on peut considérer 
la partie finie (cf. propriété 4): 


[ru 
0 
Mais (cf. (9.24)) pour u€[0,6] on a 
— > Bix (uk ]n*u)+h'(u); 


|| #'(u) du + | f (0) du. 


Ô 


i, R 
donc 
CS ô 
\ f'(u)du= À Bix | (ui In u) du +- | h' (u) du. 
0 i, À (el 0 


Pour toutes les valeurs entières non négatives de & et Æ, on a 
5 

| au*-!]In"u du + 

0 


d 
" d 

| — (u? In” u) du — 
Û 


d 
+ | ku*-!Ink-fu du = aD, (ô; &œ— 1) - 
0 


LL kDa_1 (8; œ—1)—6" In", 
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et 


donc, 
t t 
[ # Qu) du =f(8)—h(+0)+ À '(u) du=f (9 —R (+0). 
0 0 


et, en détinitive, 


—— 
| f" (u) du = h (+0). (3.28) 
0 


Pour cette différence il est commode d'utiliser la notation spéciale 


h(+0)— ol f (6), 
alors 
À f' (u) du = 1 (b)— 1-0 f ©. (5.29) 
0 


Si a (t) possède des dérivées de tout ordre pour t € [0, œf, on 
peut écrire 


SECTOR 
a = D + ab (Qt), O€]0,1I, 
k=0 


où n est susceptible d’être choisi aussi grand que l’on veut. D'où 
il suit que & (t) f (t) E N,, si seulement jf (t) € N,. Supposons main- 
tenant que la dérivée f’ ({) E N,. On a alors 


| te u)}' du = a (+) f(#)—1=0l ft) f (t). 
0 
ôté 


D'un autre c 


| [a (u) f (u)]' frurera-fre a a u f' (u)d 


De là on déduit Ia ii suivante d'intégration par parties 
de la partie finie de l’intégrale. 


D. 


: 


| œ(u) #' (u) du = à (E) f ()— so & (0) f (D) — 


0 
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Calculons la partie finie de l’intégrale 
t 
{ —] R 
nt LS u* ]n° u du. 


Les propriétés 2 et 3 et la formule (5.27) donnent 


î 
1 
— | G—u)" tu ]Inf u du — 
1)! 
(a —1) 
: n-t , EE 
n—=DT A (TT Eh | ur+a Int u du = 
r=Û0 0 
Lo j 
RTE > 1) (Te } er, (GC; r+a). 
T=0 
Comme 
Loi pr+a+l  _. L _— : (—1)k&! 
| mr a (nn l Lai M ss RAT 
D, (£ ; se 777 pour r+a+1Æ0, 
| ee pour r+a+1—0, 
il vient 
î 
5 | = a) u®% In* u du — 


pra 


_ 7 ANT Î n—1\ k k R_— 
_ 2 (— 1) TE 1 r li Dee LAS 


: (— 1) k! 1 4 n—1\ n+aln#ttt 
ren CELUI D) r' ): k+1 
(r'— —a—1). (5.30) 
Sir=0,1, ...,n—1,r+a+1-Æ0, la sommation s'effectue sur 


tous les r entre 0 et nñn—1 dans le second membre de la dernière 
r ., £ T° 1 n —1À n+œ InÂtit . ne. 
égalité, quant au terme (—1) = Hr! r L pan à il dis 
paraît. 
L'égalité (5.30) entraîne le lemme suivant. 
Lemme 2. Les fonctions 
î 
En (t)— PTE Lé—uÿturiniudu, n=—1, 9,3, ... 
[9 


appartiennent à l’anneau M pour tous les n > —a. 
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En effet, si n + à => 0, la fonction œ, (t) est continue sur t € 
€ [O, col et sa dérivée est intégrable sur tout intervalle 10, 7. 
Par ailleurs, il est évident que œ (0) = 0. 

Corollaire. Si une fonction f (t) € N,, pour tous les n suffisamment 
grands les fonctions 
î 


FD 5 [ (&—uy*-1 f (u) du (5.31) 
0 


appartiennent à M et F,(0)— 0. 
Pour œ—æe la propriété 4 et Ia substitution de 


pr 0" (0) à f(u) conduisent à 


l 


NT | (é—u)""1f(u) du — 


€ 


t 
Â : n— 
01 | (—u)""" f (u) du — 
0 


1 
(nr —1)! 


| (t—u)Ttf(u)du. (5.32) 
( 


De toute évidence, l’expression 


ar | (- u)*-1 f (u) du 


est un polynôme de degré n — Î en : dont les coefficients dépendent 
de &. Avec les notations adoptées l'expression (5.31) s’écrit 
l 
Fr | Cut fu) du + Pi (te) (5.33 


E 


Pn-1 (£ ; 


En remarquant que 


n—Î 
Prat = D (0) | lui (u) 
r—=0 
=D) srl) vit dus Pa; 0 
r—=0 


de (9.33) il vient pour n>1 
t 


| G— u)"-2f (u) du + Pt: 8) = Fu (0) 


(n—2)! 


fn (t) = 


Lorsque n — 1, (5.33) entraîne aussitôt 
EF (t)=f(0) = Fo(t). (5.34) 
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Ainsi pour tous les n>1, on a 


Fat) = Fn-1 (0) (9.30) 
et 
dE n (t) 
Dm A) (5.36) 


Soit maintenant nr, tel que F, € M. Pour tous les n > no, on 
a Fh (t) EM et l'opérateur p"f, (t) appartient au corps Ni. 

Montrons que l'opérateur p"#, (t) ne dépend pas de n. Soit 
n Em, nol et L—m—n. De (5.35), il suit 


Fn (t)= Frs (6), 205 Fr (0) = Fm (6) = Ph (E) 
par ailleurs, #, (0) = 0 pour tous les n > no, donc 
Fa () = Fe (© = pOF mn (0) = PTEm (0) 
ou 
P'Fn (©) = p"Fm tt) quels que soient n € [m, nol. 


L'opérateur p"F,( t) ne dépend donc que du choix de la fonc- 
tion f (ét). Par conséquent, à toute fonction f (t) € NV, correspond 
l'opérateur 

t 
n 1 ù n- 
a=p er) ((—u)"tf(u) du EM 
| 0 


Cette correspondance possède les propriétés suivantes (ci. pro- 
priétés 2 et 3 des parties finies): 

1. Si à une fonction f (t) correspond un opérateur a, à la fonction 
AJ (t), où À est un nombre, correspond l'opérateur ka. 

2. Si à une fonction f (t) est associé un opérateur a et à une fonction 
g (t) € No un opérateur b, à la somme j (t) + g (t) est associé l’opéra- 
teur a + b. 

è. Si f(t)EL et 


t 


n 1 n— (ur : 
P m=nr | 6) ‘f(u) du= p° | me ON 
et dans ce cas l’opérateur a est confondu avec la fonction f (t). 
Désignons par f (t) l'opérateur p"F#, (t) (cf. (5.31)) où f (EN 
CR 
t) = p° | 7 (tu) 1f(u) du. (9.37) 
û 


Cette notation est justifiée par les propriétés 1, 2, 3 et l'égalité 
(5.36). 
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Supposons que pour tous les { €] 0, oo[ la fonction j (é) possède 
une dérivée f' (t) E N,. Eu égard à la propriété 5, il vient 


Î n-4 sr 
mOi | (—u) tf"(u) du — 
LL j 
= nor D (, )er) | ur (0) du = 
Tr—0 0 
LL = 1 
pe So (ee (ere 
T=0 
dE NUS _ mi | 
| n — ei PTE TN 
— "| u"-1f (u) du | = eo > (1 | - LE Ir sol #77 (€) + 
t— u}n-2 
+7 (0) du. 
0 
Posons 
=oléf)=fr, r=0, 1, 2 ..., (5.38) 
on aura alors (cf. (5.31)) 
| à ft ir 
(n —1)! | (t—u)"1f"( — -3 dr er reer re LE, (4). 
Or 
En n—1—7r)|! 
l | PL 9 
donc 
RU ni foot 
mr | Cut f Qu) du — D (AN LE + Fr (0 
0 r=0 
et, compte tenu de (5.37) 
n— 1 
; —_iyr r+1 
QU EE LU, fist 


Il est commode de représenter la dernière égalité par 


= p|f(6) -3 Ve | (5.39) 
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La série de cette égalité est composée d’un nombre fini de termes 
non nuls, puisque de toute évidence (cf. 5.28)) f, = 0 pour tous les 
suffisamment grands (r > ny) 

Si dans (5.39) on pose f’ (ét) € L, alors toutes les f, = 0 pour 
r> 0 et fo = f (0). L'expression (5.39) s'écrit alors 


f" (#) = plf &) — f ()] 


i.e. est confondue avec (5.22). 
Les résultats obtenus peuvent être formulés ainsi. 
Théorème Z. L'ensemble N, est contenu dans le corps M. 
Traitons les cas particuliers. Soit f (£) — {*, où « est différent 
d’un entier négatif. On a alors (cf. (5.28)) 


fr ol Pf 6) = lé = 0 
pour tous les r>0, donc (5.39) entraîne 


LEE pt (5.40) 


Si à n'est pas égal à un entier négatif, le produit des opérateurs p 
et 4% se calcule comme la dérivée d’une fonction puissance. Si & — 
— —m où m est un entier positif, alors f, = 0 pourr = metfn —= 1 
et (5.39) entraîne 


a (relie) is. 


Calculons F, (1) lorsque f (t) — i%. Si «à n’est pas égal à un entier 
négatif, de (5.30) on nus 


+ y — 1 1 
FO > t- (ae: 


Dans le second membre, la somme peut être exprimée par l’inter 
médiaire de la fonction ag En effet, si & est positif on a 
n— 1 Î 

, [n—1 EN n—Î\ eatr ge 
A er > (0 ) JE ê— 
r=0 —= 0 

1 

__ | ga m1 9e _ TH) FT (nr) 
nat =) | dE — T(atn—+1) 


En vertu du principe du prolongement analytique, la dernière 
égalité est valable pour tous les & pour lesquels les second et premier 
membres de cette égalité ont un sens. Donc, 


HAT (44 @) 


RO Tarn 
d’où 
œ _ n on {TT (A+a) 
PR ae ay à 


Or pour n+a>>0, on a 
Ta À 
P(a+n+1) Da 
et en définitive 
4 1 


Aa pe AA he 


Les formules (5.19) et (5.20) sont valables pour tous les & non égaux 
à des entiers négatifs. 

Si à est égal à un entier négatif: &« — —m, alors avec m > 1, 
on aura (cf. (5.30)) pour n = m: 


En = 0 D Cr CP + nr] 


Si m—1, alors Fi(t)—Int. Calculons la somme 


> Si de 


= 0 


5 er(rfee 


1 m— 2 
= (Series 
1 1 
: nt met Com ME ma [CE ———— dé. 
0 - 0 
Posons 
= EC. 
Û 
Il vient 


1 
Bu—l=) DS ES dé — 


ee À 
| EE 


Of __— pee 


Donc, Pnti—ln= +; or /,—0, donc 


n— Î 
1—(i—Epr-1 1 
kR=1 


| 
Ot—, br 
Ray 
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et 


m— 2 m— 


{m1 1 dl 
DITS su. 
r—0 hk=1 
ij.e. pour a— —m, m—1, 2, 3, ..., on a 
— 1 
Fi(=lné, F,(t— CU Pine: D + |. (5.42) 
k—0 


À noter que l’on démontre (ce que nous omettrons faute de place) 
par les mêmes raisonnements que des fonctions non intégrables 
à particularités et logarithmiques en un nombre fini de points de 
l'intervalle JU, of de variation de t appartiennent également au 
corps JW. 

4. Opérateurs rationnels. L'étude des opérateurs de la forme 
R (p) constitue l’un des principaux chapitres du calcul opérationnel ; 
R (z) est une fonction de la variable z. Dans Île cas le _ simple 


où À (2) = 202 est un polynôme, l'opérateur À (p = an p". 


Les sécidions sur de tels polynômes s'effectuent comme en Ne 
élémentaire. Par exemple 


PÊ+2p+10) (p—1)=pf+p—-p—-1i=p(p+1—(p+1— 
= (—1)(p+®. 


Si deux polynômes de l'opérateur p sont égaux, i.e. 


= D ap =Q(p)= À Bar”, 
k—=0 k—0 


leurs coellicients a, et BB, le sont également. En effet, si 
nt 


b) App — à B:p*, en multipliant les deux membres de cette 
k= 


ee a E n aura 
SE ee 2 r 


ñn 2 . 
Œk QT k 
= n-k En 2 n—k 
k=0 P k=0 P 
OU 
’ k 
a En 
6 EEE E < 
k—0 (n—x) = Sql DT: M du le) 


D'où, en vertu d’un théorème connu, relatif aux polynômes ordi- 
naires, il vient 


ay == B,, k—0,1,2,...,n. 
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n 
Théorème 3. Si le polynôme Ÿ\ a&,p* est réductible à une fonction 
E=0 
alors ta—Q—...—œ@;, —=0,. 
n 
Ce théorème entraîne que si le degré du polynôme >, a,z* est 
RO 


n 
plus grand ou égal à l’unité, l’opérateur correspondant D 
R=0 
ne peut être réductible à une fonction. 
n 
Démonstration. Soit 2) œp=f(t),, n>1. Multipliant 
R=0 


cette égalité par l’opérateur et en vertu de (95.21), on aura 


ou 


En faisant { —0, on obtient &«, —0. Donc, 


n—i 


> pi). 
k=0 


Si ñn—1>1, en multipliant la dernière égalité par — on 
trouve &,_1—=0; si n—2>1, on obtient par analogie &,_,—0 et 
ainsi de suite jusqu’à &; — 0. 

n m 
Soit Ph(p)}= >, ap" et Qm(p)= 2) Bxp". L'ensemble de tous 
R=0 k—0 
n 


les opérateurs de la forme > afp”, 0&n<< constituent un anneau 


susceptible d'être étendu à un corps de quotients dont les éléments 
seront des fractions rationnelles de l’opérateur p, i.e. des opérateurs 
de Ia forme 


D) Grp 

k—0 … Ph (p) = 

ÿ Bu ph Om (P) ' pi: 
k—0 ; 


Les opérateurs P, (p) et Q,(p) appartiennent au corps M. Donc 
leur quotient À (p) appartient également au corps M. L'opérateur 
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R (p) est appelé opérateur rationnel. À toute fraction rationnelle 
R (2) mn est associé l'opérateur rationnel À (p). Cette cor- 
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respondance établit un isomorphisme entre le corps des fractions 
rationnelles et celui des opérateurs rationnels. Le corps des opéra- 
teurs est contenu dans JJt, donc c’est un sous-corps de JW}. 

Voyons quelques exemples. Posons F({)—eMt dans (9.22). On 
aura peti=uelt+p ou pelti—uelt—p, d'où (p—mu)eti=p et 
{p—u)e“— p. Donc, 


= af (5.43) 


Multipliant la dernière égalité par l'opérateur == t, on obtient 


{ 


 — ut = À oui qu = 2 =! 
sn | ° du — 7 
Donc. 
= ent 1, (5.44) 
P—H 
Les formules (5.43) et (9.44) entraînent 
ES — ut © (ent 1), 
P—H P—H PU | 
en 2 5.45 
rai 4 À LS de, 


Donc de (5.44) et (5.45), il suit que les opérateurs rationnels de 
la forme _— et — sont des fonctions de W. 


—— 


Le produit de (5.43) par (5.44) donne 


TE = eut K ti (eut x eut — eut). 
Or 
t 
ent k et — _ | en u)EUU Qu — _. (£et) = eut LE urelt, 
Donc, 
FRET , À ni 
Prouvons 


an mi 
TTL Mir 4 BL Sos 
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En effet, (5.46) est valable pour un certain n; en la multipliant 


par , on obtient 
p—t 


P ineht —1 Â 
(p—u)? on! u PEN LS X ekï— tieht), 
Or 
——. , d | um d m+leht in+lpeht / 
ui 1 ERP n(t-u nu qu = = | "| — EL ph 
te Ke x | u"ebu qu (+. er + itent 
donc 
p EL 4 intipeht hi ut) — on. 
(p—u)"#? un! Ds S n +1 LÉ É +0 


Ainsi, la formule (5.46) vaut n +1, or elle est valable pour 
n = 0, donc, elle le sera pour tous les n entiers positifs. 
Une question se pose: quelles sont les fractions rationnelles 
R (z) dont l’opérateur correspondant À (p) se ramène à une fonc- 
tion? La réponse est fournie par le théorème suivant. 
Théorème 4. Une condition nécessaire et sufjisante pour qu'un 
P(p) 


opérateur R (p) — om * ramène à une fonction est que le degré du 


polynôme P (p) soit inférieur ou égal à celui de Q (p). 

Démonstration. Condition nécessaire. Soit nr le degré 
du polynôme de P (p), m celui de Q (p), n < m. Factorisons ces 
polynômes 


P (p}= Gn (p— 4) (p — 2) - -. (Pp— An) ; 
Q (P) = Pm (P — 1) (P — ee) +: (P—U)m, 


OÙ Ag Àg +, hn : Us Lo, ++, Um SONT PR ee les zéros 
(y compris les zéros multiples) de P(p) et Q(p). On a 
(p) = P(P) __Gn P— P— P—Ân 1 
Q(P)  Pm P—M P—U " P—Un (P—Uns) -:. (P—Um)' 


On voit que l’opérateur R (p) est le gs d’un ndnhte fini d’opé- 
rateurs de la forme in — ; et - Or (cf. (5.44), (5.45)) les opéra- 


teurs de ce type Te à l’anneau 7, i.e. l'opérateur À (p) 
appartient à M. Donc À (p) se ramène à une fonction de M. Done, 
la condition n < m est suffisante pour que l’opérateur R (p) soit 
réductible à une fonction. 

Condition suffisante. Supposons que À (p) est une fonction. 
Montrons que n < m. Si n > m, alors R (p) peut être mis sous la 


forme 


À) = N p) + À (), 


où { (p) est un polynôme de degré supérieur à zéro et À, (p) un 
opérateur rationnel dont le degré du numérateur est inférieur ou 
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égal à celui du dénominateur. D’après ce qui précède À, (p) est 
une fonction. Donc l'opérateur NV (p) = R (p) — À, (p) se ramène 
à une fonction, or du théorème 1 il résulte que le degré de W (p) 
est nul, i.e. À (p) est une constante. Ceci contredit l’hypothèse 
n > m. Ainsi, nñ < m. 
Si donc n < m, il existe une fonction œ (t) telle que À (p) —- 
— (it) où p(t) € M. Les valeurs de R (p)f(t), où jf (é) est une 
fonction quelconque de Z, se calculent par la formule 
t 
R(pfo=|et-TDimd, pOEM. (547 
0 


Si les racines LU, Was + + -; Um du dénominateur Q (p) sont sim- 
ples et © (0) - 0, alors 


pQ (P) (0) P—U ? 
où 
| P (p) P (lb) 
—_uz) P(p) — a ___ le 
CE nn men CET SRE TT 
: P— Ur 


Par conséquent, 


P(p) _ P(0) + DE __P(ux) __p 


Q(?) QU) UxQ' (Un) P—U 
___P (0) Pur) 
_ Q(0) +2 uxQ' (ur) °*P (ut). 
Et l’on a 
= FAO) __ Pl) 
PO To +3 PTATMAE dis 


Si Q(0)—0, cela signifie que Q(p)—p@i(p) où Q:(0)Æ0. En 


le 
utilisant (5.48), on trouve = — pit), d’où l’on déduit 


t 
PE = * p1 (É) = | p1 (u) du. 
0 


Le cas des racines multiples est plus complexe. Si par exemple 
u = u, est une racine multiple de multiplicité r, la décomposition 


de 2) en fractions élémentaires fait apparaître des fractions de 


PQ(P) 
la forme 


Tera et o (t) contiendra des termes À,#""'ehit, Dans 
a 
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le cas général la fonction œ ({) sera donc de la forme 
p(t)= D Aurért ent, 
k,T 


Ce cas est traité plus en détail dans la résolution d’une équation 
différentielle au $ 10 (point 1). 

5. Opérateurs transformables-Laplace. Désignons par S l’ensemble 
des fonctions f ({) dont l’intégrale de Laplace 


O0 


f* (2) = | f (4) er dt (5.49) 


0 


est absolument convergente, par S* l’ensemble des fonctions à varia- 
ble complexe z = x + iy, représentables par l'intégrale (5.49), où 
f( ES. On a vu au chapitre premier, $ 2, que l’ensemble S* 
était composé de fonctions analytiques dans les demi-plans Re z >= . 
Le nombre y dépend en général du choix de la fonction f* (z). Visible- 
ment S* est un espace vectoriel. Par ailleurs, le théorème de Borel 
(propriété 9, $ 2) entraîne que si f* (2) ES* et g* (z) E S*, leur 
produit f* (z) g*(z) appartiendra également à S*, i.e. S* est un 
anneau pour les opérations ordinaires d’addition et de multipli- 
cation. 

Définition 1. Un opérateur a EM est transformable-Laplace 
si existe un représentant (F (t), G (t)) tel que a — na et les intégrales 
de Laplace des fonctions F (t) et G (t) soient convergentes, i.e. existent 
les intégrales 


O 00 
F*(2)= lim | F(t et di | Fed: 
D 0 
ao 00 
G*(p=lin | Ge dt= | G(t)e tt dt. (5.50) 
() — 0 0 Ù 


Les propriétés de l’intégrale de Laplace (cf. propriété 6, $ 2) 
entraînent que si l'intégrale de Laplace de la fonction 7 (t) est 
Ls 


convergente, celle de la fonction Æ, (ti) = \F (u) du=tXF (1) 
0 


, . __ Ft) _1XF() 
l’est absolument. Par ailleurs, rs évident que a — ADÉREL TC 
(i 


Donc, si l'opérateur a — ct) est transformable-Laplace, sans 


nuire à la généralité, on peut toujours considérer que les intégra- 
les (5.50) sont absolument convergentes. Nous en conviendrons dans 
la suite. 

Théorème 9. L'ensemble des opérateurs transformables-Laplace 
constitue un corps, noté Mt (S). 
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Démonstration. Supposons que l’opérateur a — 7 EM 
est transformable-Laplace et a -£ O. Il est évident alors que l’opé- 


rateur L=$ est également transformable-Laplace. Si, par ail- 
leurs, a; —Û et A —= le sont deux opérateurs transformables- 


Gi Ga 
Laplace, leur somme a, + a, et leur produit a, X a, seront égale- 
ment des opérateurs transformables-Laplace. En effet, 


FX G+F X G 


HT AXE 
ou 
u l 
+ | tu) Ga (u) du + À F (40) G (u) du 

ay + QG = — ——— ——— ——— 

d 

PT | G;(t—u) G;(u) du 

0 


É 
| F; (t—u) G;(u) du+ | Fy(t—u) G;u(du) 
(4) 4) 


{ 
| Gi(t—u) G, (u) du 
0 


Les intégrales de Laplace de F, (t), F, (t), G (t) et G, (ê) sont abso- 
lument convergentes. En vertu du théorème de Borel, l'intégrale 
de Laplace du produit de convolution de telles fonctions sera égale- 
ment absolument convergente. Donc, l'intégrale de Laplace des 
fonctions 

t t 

H(t= | Fi(t—u) Ga (u) du + | F,(t—u) Gi (u) du, 
0 0 


t 
R (t)= | Gi(t—u) Ga(u) du 
0 


le sera et l'opérateur a, + a, est transformable-Laplace. 
De facon analogue, l'égalité 


d 
dt 


l 
| F,(t—u) F,(u) du 
GX O9 = —#————— — 


F,(t—u) F, (u) du 
Gi (t—u) G (u) du G;(t—u) G3 (u) du 
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entraîne que l'opérateur a, X a, est transformable-Laplace. Le 
corps Mt (S) est manifestement un sous-corps du corps M. 

Presque tous les problèmes relevant du calcul opérationnel sont 
rattachés au corps M (S). Aussi le lecteur intéressé par le calcul 
opérationnel en tant qu'outil de résolution des problèmes pratiques 
peut-il se limiter à la seule étude du corps ft (S). 


Définition Z. Soit a = 7 EM (S). La fonction de la variable 
complexe 2 = x + iy 
a (2) = LC) (5.51) 


est la transformée de Laplace de l'opérateur a — AD. 
Prouvons que la définition de la fonction a (2) est indépendante 


du choix du représentant (4 (t), G (t)). En effet, si 


__ F() __ F(+) re _ FT() 
= Ga + A GG)» 
OU 
F* (2) — | Fitte*tdt, G*(2 — | Gi (te dt, 
0 0 


la condition 
LA LA 
FxG=F,XxG ou | F(t—u) G (u) du = | Fi(t—u) G(u) du 
0 0 


entraîne (cÎ. théorème de Borel — propriété 9, $ 2) 
F*(2)Gf(2)= F5 (2) G*(2) ou a(z)=a(2) 


Donc, la fonction a (2) est définie de façon unique par l’opéra- 
teur a€ Ji (S). 

Ainsi, à tout opérateur a € M (S) correspond une fonction a (2) 
définie par (5.51). Cette correspondance entre a et a (z) est souvent 
notée 

a = a (2). (5.92) 

Désignons par M (S) l’image du corps M (S) par l’applica- 

ti : 17 — _ ___ FE(z) 
ion (0.02); les éléments de Nt (S) sont les fonctions a (z) — GG) 
où F* (z) et G* (z) sont représentables par des intégrales de Laplace 
absolument convergentes. 
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Théorème 6. L'application (5.52) de M(S) dans M (S) est une 
bijection qui associe à la somme des opérateurs a, + a, la somme des 


fonctions a; (z) + & (z), au produit des opérateurs a; X a le ES 
ordinaire des fonctions a; (z) a (2), le zéro et l’unité de M (S), 
zéro et à l'unité de IN (S). 
Démonstration. Soient a, EM (S), a EM (S) et Gi == di (2), 
az = @3 (z). Prouvons les relations 
ait a —=@(2)+a(z) et a X de (2) a (2). 
On a 


l t 
\ Fi(t—u)G(u) a F, (t—u)G;(u) du 


F Go+F G 
Gi + Ao = 1 an 1 a 


î 
Gi(t—u) G;(u) du 

Ô 

Pour représentant de l'opérateur a; + a, prenons le couple 


(| Fi(t—u) G, (u) du + F,(t—u)G;(u) du, Gi(t—u) Ge(u) du), 
0 0 : 


que nous noterons brièvement (Æ(t), R(t)). Le théorème de Borel 
entraîne 


| H (t) et dt = F* (2) GX (2) + FÈ(2) G* (2), 
0 


| R (t)e7% dt = GX (2) GX (2). 
0 


On a donc 
… F#(2)GÉ(z) FE (2) GX (2) F# F _ _ 
CR CT me: COR Ce CE 


De façon analogue, 


L 
\ F,(t—u) F, (u) du 


di X PRE GC 7 à 
\ G: (t—u) G;(u) du 
0 
d’où il vient 
 FY(2) FÉ — 
di X As + = (z) ds (2). 


L'application (5.52) associe manifestement l'élément nul de 
Pt (S) à l’élément nul de J}è (S) et à aucun autre. Prouvons ceci par 
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l'absurde. Supposons que a 0, alors | F (tj e”zt dd = 0 et en 


0 
vertu de la propriété 8 ($ 2), de l’intégrale de Laplace, la fonction 
F(t)=0, t€I0, ol, i.e. a = 0. Ceci prouve la bijectivité de 
l'application (5.92). 

Enfin si a = 1, alors 


À e”Zt di 
Eee 
\ ezi di 
0 
i.e. à l'unité du corps NN? (S) correspond l'unité du corps St (S). 
Le théorème démontré affirme l’isomorphisme des corps M(S) et 
Nt (S). La structure du corps Mt (S) est évidente. Ses éléments sont 
des fonctions de la variable complexe a (z). Chacune d'elles est un 
quotient de fonctions représentables par des intégrales de Laplace 
absolument convergentes. 
Etudions les propriétés de cet isomorphisme. L 
Propriétés de l’isomorphisme M(S) = MN (S). 
1. L'image de l'opérateur p — 2 par l’isomorphisme Mt (S) = 


= JR (S) est la fonction a (z) = z. 
Démonstration. En effet, on a 


O9 
À e7zt di + 
1 . 0 z | 
RTE 00 cd — 2, 
\ detidt 7,2 
0 
donc, 
P—=2. (95.53) 


2. Si un opérateur a est réductible à une fonction de S 


a= = };(es, (F(0)=0), 


on « 
f(t)—=2f* (2) = f (2). (5.54) 


Démonstration. En effet, en supposant Re z >, on 
obtient (cf. (2.20)) 


Ÿ F9 e—2t dt co 
a=< 0 + — = 2 F(t4(<—=)= 
\ te”2t dt 0 
0 
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1—= 00 O0 


= —2F (te | + Z | F'(tje#dt=2 | fe dt. mn 
t=0 0 0 
, P(G) . F*#() à nue F(at) 
3. Si D GG — a (2) l’image de l'opérateur G po” À 0, 
PF* 


B>=>0 est le quotient 


Gp + us L bé 
En particulier, on a 
. Fe (E) 
(œt) si LAS — (+) à (5.56) 


G(at) z 
Fr 
Démonstration. Faisons le changement de variables aœt—u, 


dt = du dans l’intégrale \ F (at) dt 
œ J 
0 


[ F (a et dt =— (rae  du=tp(). 
0 0 


De façon analogue, 


Las (+). 


Fat) . $ si (+) 
G(Bt) ‘ à G* (+) 


F(t) . F*(2) .. etF(t) . FF(:—0@) 
GE) — CG) entraine FC (0 GG) 
a et $ sont des nombres quelconques et e%tF{(t), eBiG(t) représen- 
tent le produit ordinaire de fonctions, et notamment 


4. La relation , où 


ef (+) = ET (p— 0). (5.57) 


Z —Q 
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Démonstration. On a 


etF (t) e dt F* (z—a) et | ebiG (t) et dt — G* (z—$), 
0 


ON 9 


d’où résulte (4). M 
9. Si F(t)—0 pour t<L0 et G(t)=0 pour t<LO0, et si a>0, 


80, la relaiton Fo + pre = (5) entraine 
Po) TPE) Le a-Byg (2. (5.58) 


G(E—B) ‘ e-82Gx* (2) 


Démonstration. On a 
[FG—a)etdi= | F(t—a)etdt t—a=u, 
( œ 


donc 
| F(t—a)e*t dt — | Fu) e-za+u) Qu = e-22F* (2) 
0 0 
et, de façon analogue, 
| G(t—B) edit = e-7BGX (2). 
0 


ve F(t+a) =. 
Pour l’opérateur GG » a=>0, f0 on aura 


Œ 
2 [F# (2) —\ F(t) erzt di] 
( 


F(t+a) 
BULÉ) — 5 (5.09) 
ePz [G* (2) — \ G(t) e7zi dt] 
0 
En effet, 
| F(t+a) et dt — | F(u)e-2u-0 qu=er [F* (2) — | F (u)e dt). 
0 œ 0 
On obtiendrait le même résultat pour l’autre intégrale. M 
6. La relation a +70 entraine 
d Of F*(z)\ . —4#F(t) , F(t) … tG(b 
ra G* (2) )= CD ‘60 * GG: (5-60) 


On remarquera que #F (t) ou tG (t) désignent le produit ordi- 


: a tG(t x | 
naire de fonctions, donc l'opérateur = ne se ramêne pas à —. 
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Démonstration. On a 


d 
d {F* pr _ F#(z) LAS 
= (0 ie G*(z)  G*(2) GX(:) ? 
or <F* (2) = — | tF (t)e-% dt (cf. propriété 7, $ 2). Cette propriété 
0 


entraîne (5.60). En particulier, si l’opérateur TE se ramène à une 


fonction (cf. (9.94)) de S, on aura 


d z 
3 + (2 As )=—tf(). a (5.61) 
7. Supposons que F (t) possède une dérivée F' () = f(b ES. Ona 
F'(t)=2F (2) —2F (0). (5.62) 


Démonstration. (5.94) entraîne 


F'(b=z air cat | et ar (= —2F (0)+ 
0 


+ 72 | F(tje“#dt=2F(2)—2F (0). 
0 
De façon analogue, on démontrerait la formule plus générale 


FO (= 2° P (2) —2F (0) — 2m 08" (0)— ...—2F 70 (0). (5.63) 


Les corps SU (S) et J (S) sont isomorphes. L'image de l’opérateur p 
par cet isomorphisme est la fonction a (z) = z. Donc, SE de 


tout polynôme de Pure p, en l'occurrence P (p F2 ap" 
est un polynôme ordinaire p ( “+ az", i.e. 
— 2: ap" == 5 ag = P (2). (5.64) 
L'image de tout opérateur rationnel R (p) — 7 sera la fraction 
; P(z) . 
] — 8. 
rationnelle À (z) GG” je 
R(p)=R (2). (5.65) 


La comparaison des formules (5.63) et (5.23) de la dérivée Æ (1) 
donne 


FE (= p'F (t)— p°EF (0)— ... — pre (0) = 
2" (t)—2F (0)— ... —2F%"°(0). (5.66) 
138 


Soit a —= . EM (S). Dans ce cas a = a (z) (cf. (5.51)). Il est 
donc naturel de noter l’opérateur a = a (p). Donc, à toute fonction 
a (z) de la variable complexe z appartenant au corps M (S) est 
associé l'opérateur a (p). C’est précisément à cet opérateur a € M 
qu'est associé a (z) par l'application M = M (S). Ainsi dans le 
corps Ÿt on à mis en évidence un sous-corps d'opérateurs Yt (S) 
représentables par des fonctions de l'opérateur p: 


a=a(p)=# a (2). (5.67) 


Les premiers et seconds membres des formules (5.64), (5.65), (5.66) 
et (5.67) sont identiques à la différence près que la lettre z figure 
dans les seconds membres et la lettre p dans les premiers. En fait 


la lettre p représente l'opérateur —., la lettre z est une variable 


complexe, a (p) un opérateur, a (z) une fonction de la variable 


complexe z. Mais la distinction entre Wt (S) et JN+(S) n'est pas 
essentielle dans la plupart des cas par suite de leur isomorphisme. 
Pour cette raison on peut noter l'opérateur p et la variable com- 
plexe z par une même lettre. Dans la suite on écrira p au lieu de z. 


Dans nombre de cas la représentation de l’opérateur < et de la 
variable complexe z par une même lettre simplifie l'exposé. Ainsi p 
représente l'opérateur - dans le corps Mt et le nombre complexe 


6 + it dans le corps %t (S). Donc, tous les opérateurs transfor- 
mables-Laplace i.e. les éléments du corps MW (S) peuvent être mis 
sous la forme 


Lentr (t) dt 
G= QG (p) = —=——— à (9.68) 
| e-ptG (+) dt 

0 


En particulier, toute fonction f (t) € S (cf. (5.94)) s’écrit 
f (#) = f(p) (5.69) 


L'expression f (p) est dite image opérationnelle de la fonction 


f(t). Ici 


f (b)=p\f({t)eridt. (5.70) 


Da 4 
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C0 
Exemples. 1 Soit f(t)—=#%*, trouver f(p)=p | t%e”pt dt. 
0 


Supposant que p est réel et effectuant le changement pit—u, t=— : 


on obtient 


uTe-u du — 


F(a+1) 
Dors 


P 


Î (P)= [ (jeu 
À 


© 9 


En vertu du principe de prolongement analytique, la dernière égalité vaut pour 
complexe, pourvu que Re p > 0, donc 


Â 1% 
€ __ _—x CT 
ds D ere en (5.71) 
Si «à est égal à un entier, cette égalité se transforme en (5.18). 
2. On donne 
_ .n,  fO si é<XÀ 
OC ii à 
Érouver? | né; À)e”pi dé. 
0 
On a visiblement 
P | nt; ÀA)e-Ptdt=p | e-pt dt=e Pr 
0 À 
donc 
né; A=eTP?. (9.72) 


D'où il suit aussitôt 
né xXntu=nt A+). 
Cette égalité a été démontrée au $ 5 (cf. (5.10)) par une autre méthode. 


Calculons le produit ef (#4 = e Ph kf(t), À >0. A cet effet faisons le 
produit de convolution des fonctions eP* = mn (#5; À) et f (t). On a 


0, si t< À, 
t 


t { 
| n(i—u; À) f(u) du= | $(—u) n(u; À) du À fu) du, sit>À. 
0 0 

0 


On voit que le produit de convolution appartient à l’anneau M. Donc, 


t 
. d L 0 | 9 
Ph (= | ni—u; À)f{u) du ne : t>À 
0 
et finalement 
_pA EH 0, sl L < À: 
e Pf(t)— Pret Si t > À. re 
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3. Soit f (4) = Int. Trouver f(p) = p | In te-Pt dt. 


0 
Pour calculer cette intégrale, utilisons l’égalité (5.71) qui entraîne 


| Sept FL an 
pat 
0 
donc 
| In sent at= [CO | RP Us 
pT% Jlx=0 P P 
ou 
P | In te-pt dt— —C—In p, 
0 
où [”(1) = —C est la constante d’'Euler; en définitive, on obtient 
Int = —C — In p. (9.74) 


4. Soit f(t) = In? t, trouver f (p). 
De toute évidence, 


C æ rrÜ+a) t 2T'(p)In(p) , In?p 
LL. 2 LA pe PE CAEN SE ro mm mm EE Rs e 


2 
or I'(1)=—C et l’(1)=C?+—, donc 


? 


—__ 2 
F(P)= + (C+in pp. (5.75) 
Si a — n entier, on déduit aisément 


LP HD) in = DE, 


ñn ; In? p 
LU C4 1) in 9 (+= TÉ (5.77) 


TE 
VER. 


5. Montrer que 
en ke In? = in | (in t— +) OP +0 |. (5.78) 
On a 
t 


pm In? o=< | (t—E) In? E dE. 
0 
Puisque 


in — 


. T1? 
mo mis +(C+iln ph, 
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il vient 


PLAT ES ON n!n  Cni , 2n!CInp :rilrp 
mxint te (+ (C+in pp) = SE, 


En remplaçant les images opérationnelles des fonctions par les originaux (cf. 
(5.76), (5.77)), on obtient l’égalité (5.78). 
6. Démontrer l'identité 


42 n L£2 
NS ER Le 
Sn 22. 1) (x }z= 2 PES 2 k ) : 
k= 1 k=1 RkR=1 
O 1 _( ht 
n à =| te-Rt dt, donc 
0 
Sn—2 | A — (4 — e-tyr] dt, 
0 
en faisant À — e-t — £, on obtient 
1 Î 
Sn=—2 À (—Er)ln (5 En À En-2 In (15) dë 
0 0 
ou 
1 
Sn=n | (4 —Ein-1 In? E dé. 
0 


Si l’on pose 
t 


fn = ke lnt = | (Ep Int E dë 
0 
on à, de toute évidence, f, (1) = S,, donc (ci. (5.78)) 


Sn = (b(n+ 1) + CP + (m4 1). 


Comme 
= à nn À 
7 / JT 
p(r+1)=—C+ TS TT * Ÿ += 5 LE 
k=1 RkR=1 
on obtient, en définitive, 
n 1 9 n 1 
Sn=(> —) HT — 
Rk—1 —1 
7. Soit 
<L 
eo mo - si 0<it<i, 


PA+o) ? si t1>1. 
0 
Montrer que l’image opérationnelle de 5 (t) est telle que 
se du 
Go (p)=p LP (5.79) 
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= 1 
Po (P) _ de ! - NS 
P ET] [ur. SEE F* pt a (ln° r)= 


1 


L t D re. o+1 1 
“res [ne = e-Pt dt — repo | 1e — dt, 
ou 
Po (p) _ Por (p) d Po+1 (p) 
P P FPT ap DOC 
d'où suit la formule (5.79). 
8. Soit 
n 
S 0)=— > 48 (2 Es o>0, n—1,2 
n ( )— ( k£ 20 , 7 Vs — 4; y 
k—=1 
Montrer que 
142 
e SR (6) 
k—1 
On a 
| f G—1,-Rt 
16 — T (0) | t e”Rt dt, 
0 
donc 


Sn (0) = Fe | [é—(i—e-tin] 4 À du, 


En posant 1—e-t—E, il vient dt— — et 


1 
{ : — 1 il dé 
Sn O= F7 | (Em (—)r: 
ou 
À 
n Le Â 
Sn (= TS | ét Lin ee) dé, 
d’où 
Î 
Sn (= 7 (ln In9 dE. 
Soit la fonction 
t 
On (0, 4) À (68) Go (E) dE, (5.81) 
0 
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où @a(é) est définie dans l'exemple 7. 
De toute évidence, 


Sn (0) = D, (0, 1). (5.82) 
De (5.81) il suit 
(er 
Dn (0, 9 = Po (P) (5.83) 
d’où 
d n|\ — | 
—1D}(0+1, t)=p dp | - Po+1 (ep) | 9 
où 
le | Go 
—1D} (o +1, t) — one TE - Po+1 (p) cu = = @ : 
Les relations (5.79) et (5.83) entraînent 
— On (O4, D = — On (0-1, + RER, 
ou 
Due (044, #)—1Dn (041, = CEE, (5.84) 
De (5.84) pour t—1 et de (5.82) il suit 
Sn (6-41) Sn (041), 


ou 
Sa (04+1)— Sp (041 = PRO, 


Comme S,(6)—1, il vient 


n n 
SE (0 
D IS (+081 (0+17= D SO, 
RkR=—2 k=2 
ou 
7 s 
O 
Sh(o+—t= SO 
h—=2 
où encore 
n s 
_ k \O 
Sn(o+1)= D 
Rk=1 
On remarquera que Szx (0) = 1, donc 
ñn 
1 
Sn (1) — JR 
k=1 
d’où 
RTE ie à 
Sn OX D r-r(D#)+5D 
kR=1 r—1 k—1 k=—1 


(comparer avec l’exemple 6). 


Pour clore ce paragraphe, trouvons l’image opérationnelle d’une 
fonction périodique f (t). Supposons que © >> 0 est la période, i.e. 


f{t+ no) =f(f), 0<it<o, n=1,2,3,... 
Considérons l'intégrale 


Æ 
| f (4) e-P* dt ; 
0 
soit r un entier tel que «m<A<(n+1)o. On a dans ce cas 


F a A 
EE M) fe Pidt+ f (#) e-Pt dt — 


LE  ) A 
=> ['joera+ [rpera- 
R=1(k—-1)o no 


n OO A 
— PTE TN | f(t)e?t di — 


. | ; no 
= [ioert( 3 eue) a+ [y er à = 
0 k=1 no 


2 


1—e 7 


(A) A 

OP 

= f{theP'dt+ | f(the Pt di. 
Irene | | 


Posons Re p>e>0 et A, donc ñn— et l’on a 


A Mr (n+1)0 
[lioerñal< | Ifülerrta< | 1j(1e-tà- 
Du re Han 


(Q (() 
= [if Le-ettne green | |5(5) | de. 
0 0 


D'où il suit que lorsque Rep>e>0 


A 


lim | f(t)e-Pt dt =0. 
7e no 
Or lorsque Re p>e>0 on a lime-"@P—0(, et 
À — 00 
A 00 | f(#) e-pt di 
lim | f (#) erPt dt — | f (té) e Pt dt — L ae 
A 00 0 0 À —e 
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Donc, la fonction périodique f(i) est transformable-Laplace et 
son image opérationnelle est 


p { e-pt dt 
neue À 


Inversement, si l’image opérationnelle d’une fonction f(t) est 
oO 
p\f(t)e-pt dt 
_ Ô 
ER ee 


alors cette fonction est périodique, de période w. En effet, la der- 
nière égalité entraîne 


. » F pt [UE Si t<o, 
(A—e Op | 0 ‘at= no 


par ailleurs (cf. (5.73)) 
_ : {G), Si <<, 
Em 0 À je 0, à 15e 


Pour 4 © on a f(t) — f(t—&) = 0, ou en remplaçant t par 
t + © > © on obtient f (£ + &©) — f (t) = 0 pour toutes les valeurs 
de té > 0 en lesquelles f (ét) est continue. Donc, la fonction f (t) 


est périodique et de période «. 


$ 6. Eléments d'analyse opérationnelle 


1. Limite d’une suite d'opérateurs. Séries d'opérateurs. Une suite 
d'opérateurs a, € M est par définition convergente vers un opérateur 
a = _. E M si existe des représentants (F,, G,) tels que 


F 
1) rs ; 


2) les suites F, (t) et G, (ft) convergent respectivement vers 
F (t) et G (t) uniformément sur tout intervalle fini [0, 7] 


lim f,(t)=F(t) et limG,(t)=G (ti). 


Ti —+ OO 
L'opérateur a — + s'appelle limite de la suite d'opérateurs a, 
et se note 
lim a, = a. (6.1) 
Ti — 00 
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Prouvons que la définition de la limite est indépendante du 
choix des représentants (7, (t), GA, (t)). En effet, soit 


_ Fn _ Pn 
OC 
limF,(&)=F(t); limG,(t)=@(t) (6.2) 


et la convergence est uniforme sur tout intervalle fini [0, 7]. De (6.2) 
il vient 
t | 
d 7 T F 
_ | Fh(t—u) G, (u) du =< | F, (t—u)G,'(u) du, 
0 0 


ou 
t 


Fr (t—u) G, (u) au ÎF, (t—u) G, (u) du. (6.3) 


Lorsque n —+ co, la convergence uniforme sur [0,] des suites 


at (G—u)G, (u) et fn (u) —F, (té — u) Gn(u) 
entraîne 
t 


t 
| F(t—u)G(u)du= | F(t— u) G (u) du. 


0 0 
Comme les fonctions F, F, G, G appartiennent à 7, il vient 
t L 
d pu 
+ | F(t—u)G(u) son à F(t—u)G (u) du, 
0 
d'où a — mo ce qu'il fallait démontrer. Donc, toute suite 


convergente possède une seule limite. 

Si une suite f de fonctions ÿj, (t) € L converge uniformément 
sur tout intervalle [0, 7] vers une fonction f (é), cette suite sera 
convergente au sens opérationnel défini plus haut. En effet, on a 

t 
Fh(t - F 
an, où F,(t)= | fn (u) du; 
0 


D, où F(t)= | f(u) du. 
0 


De toute évidence, la convergence de F, (t) vers F (t) est uniforme, 
donc la suite d'opérateurs a, converge vers l'opérateur a. 

La convergence ordinaire en analyse classique est un cas parti- 
culier de la convergence au sens opérationnel. On s’en assure sur 
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des exemples simples. En effet, la suite de fonctions f, (é) = cos nt 
est divergente au sens classique alors qu’elle converge vers zéro 
au sens opérationnel. La suite 

sin nt 


n 
Î 


An — — COS nt. 


sin nt 


tend vers Zéro, puisque lim — 0 et la convergence est 
Ti — OO 


uniforme sur tout intervalle [0, 7]. 
De même la suite de fonctions n sin nt sera convergente. En effet, 


On a 


sin nt 
Sin ne Er ——=a 
en t — t K t RER 
: sin né 
lim (4 — ) — { et la convergence est uniforme. Donc, 
Ti > OO n 
lim a, = lim nsin nt = = P 
re - ep 
nn — 00 nn — 00 l * l l 
Considérons encore la suite 
{ 
ir * — 
be np = tn Î 
—n À {A — nt 1 
P on | rl 


Remarque. Toutes les opérations sont effectuées dans Île 
corps WW. Par exemple, en multipliant le numérateur et le dénomi- 
1 


nateur de la fonction ; _ par F(i) —t, on obtient 


vos. 
1 
n FA IA 5 " 
4 No 
(nr )x 1 — nt 
La suite G, (i) = + — i converge uniformément vers la fonc- 
tion G (t) = —t lorsque nr — . Donc la suite d'opérateurs a, — 


— 1 sera convergente. Il est évident que 


lim a, = lim net — —* = — D. 
1 +00 n — 00 
Donc, la suite ne" converge vers l’opérateur —p. 
Propriétésfondamentalesdelalimite d'une 
suite d'opérateurs 
Î. Si une suite d'opérateurs a,, n — 1,2, 3, ... converge vers 
une limite, chacune de ses suites partielles converge vers la même limite. 
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Démonstration. Soit lim a, — a. Cela signifie que 


71 —> OO 


: : F F : 
un Fa = F (£), . Gn — G (£), Un — G. , dd — VeA . Si An, 
— {, 2, 3, ... est une suite partielle de a,, les suites partielles 


correspondantes de fonctions F,, (t) et G;, (t) seront, on le sait, 
convergentes respectivement vers les fonctions F (t) et G (t). La con- 


vergence sera uniiorme sur tout intervalle [0, 7]. Donc, lim a,, — 
— a. 

2. Si les suites d'opérateurs an et bn, n = 1, 2, 3, . . . convergent 
respectivement vers a et b, les suites an + Ün et an X D, convergent 
respectivement vers a + b et a X b, i.e. 


lim (an +br) = a +b, (6.4) 

lim (a, X b,)=a X b. (6.5) 
Démonstration. Soit =. Dr et ue 
n Gn G G 


Far hypothèse, on a 
lim F, (t)= F(t), lim G, (t)= G (t), 


ñn > 00 1 + 00 


lim F,(t)=F(t) et lim G, (t)=@ (#) 


Ti 00 Ti 00 


et la convergence est uniforme sur tout intervalle [0, 7]. On obtient 
ainsi l'égalité 


_ Fn , Fn _ Fn XGn+Fn XGn 
n Gn Gn VC, | 
Posons 


Hh(t)= | (Fa (tu) G,(u)+F, (t—u) G (u)] du, 
0 


t 
Ry (= | Ga (t—u)G (u) du; 
0 


de toute évidence 


__ Hn(i) 
An + On = Rh (t) ° 


La convergence uniforme des suites Fa (05 Gr (6), F, (é) et ce (é) 
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entraîne la convergence uniforme des suites 7, (t) et R, (t) et 
t 


lim Æ, @)— | LF(t—u)G(u)+F(t—u)G(u)] du =H (t), 


T1 — OO 
0 


t 


lim À, (t)— { G(t—u)G(u)du—R(t, 


TN —> OO 


On aura donc 


H (t) > > = 
H(t) _ dt FXG+FXG _F , } 

lim (a, +) = = —=—> 2 = + = a+ b. 

ni + co A (5) _ R () GXG GG 


De façon analogue, on obtient pour le produit des opérateurs a, * bn 


L 
. \ Fn(t—u) Fn(u) du 
Fn XX Fn 0 


An À On = = = —, 
En K En | Gn (t—u) G (u) du 
0 
d'où 
t 
lim Fn (—u) Fn(u) du \F(t—u)F(u) du 
lim a, Xb, Rs ue mesh 


LA 
lim | Gr (t—u) Gn (u) du | G(t—u) G (u) du 
0 


3. L'existence de lim a, a, lim bb, =b=-Æ0, b, 0 


00 n—>00 
entraîne celle de 
An a 
sd bre a 
Démonstration. En effet, si la suite d'opérateurs b, — 
F 
#7 converge vers l'opérateur A et b-20 (donc, F(t)=# 0) 
nl 
A _—- 1 Gn (t) 
il est évident que la suite d'opérateurs CRM sera Conver- 
n n 
gente et 
lim _— A, = 
Les On OS 


La deuxième propriété (cf. (6.5)) entraîne maintenant lim = 
LL 


TN > 00 


=? 
4, Si c est un opérateur quelconque et lim a, = a, alors 


TL OO 
lim ca, —= ca. Ceci découle immédiatement de (6.5). 


> 00 


Le calcul opérationnel étudie également les séries d'opérateurs. 
On appelle série d'opérateurs l'expression 


A Fa FF... Fan + ..., an EM. (6.6) 
Une série d'opérateurs est donnée si l’on connaît son terme général a... 


La série d'opérateurs (6.6) est convergente si existe au sens opération- 
nel la limite de ses sommes partielles 


Sa dr di ses Ua: 


La limite 
lim S, = lim (a +a+t+...<+a,)=sS (6.7) 
est appelée somme de la série. On note 
Hat... +an+...=sS. (6.8) 
Au $ 4 on a étudié la fonction n |t; À | = e-PÀ, Son graphe 


est donné sur la figure 20. On rappelle que 
. O si t<À, 
e PP — 
4 si t>À. 
Considérons la série d'opérateurs 


O0 


D) ape-Phr, 6.9 
) 


R=0 


où œ, est une suite arbitraire de nombres et À, des nombres réels 
positifs formant une suite monotone croissante tendant vers l’infi- 
ni, 1.e. 

O= A <<. << Rg. .. et lim Àp = OO, 


—+ OO 
La série (6.9) sera toujours convergente au sens opérationnel. 
Prouvons que la suite de sommes partielles 


: - x 
Ge MP Loue MPL.,.La,e "nr? =S, (p) 
est une suite convergente. On a 


LG, Mi) _ Fn( 
Sa(p)= » Re 


t ? 
k=0 


0, si t<X, 


t 
t; À)— : À) du — 
"ua ( ) Le Le Le si >, 
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et, 


Fa (= D ous (6 2) 


La suite de fonctions #, (t) € M est uniformément convergente sur 
tout intervalle [0, T] lorsque nr — . En effet, choisissons n, 
tellement grand que À, = T. Alors de n, (?; Le = 0,n > ro, 
pour 0OLI<T< ln, il suit que Fan (t) = Fa (t) pour tous les 
n > ro et tE 0, |]. 

Il est aisé de calculer la somme de la série (6.8). Figeons #. Comme 
ePh = Q pour t À et e-PÀ = À pour t > À, on trouve sans peine 


S'oue = S œ, (6.140) 
où, au second membre, la sommation est étendue à tous les indices k# 
tel que À, & t. Par exemple, si t € [0,A.l, on a 2, On — Go. 


La fonction donnée par la série (6.10) appartient à Sr classe des 
fonctions en escalier. | 

Définition 1. Une fonction f (t), t € [0, œl, est en escalier si la 
section ]0, ol peut être partagée en un nombre fini ou dénombrable 
d'intervalles disjoints à l’intérieur desquels la fonction f (t) reste cons- 
tante. 

Considérons l'opérateur er} — er, où 0 LÀ <u< %. De 
soute évidence, 


O si *€[0, À: 
e-Ph—e-Pl= 4 À si tC[À, ul; (6.11) 
0 si u<t. 
Le graphe de cette fonction en escalier est donné sur la figure 24. 


Fig. 24 


Soit maintenant  (t) une fonction en escalier quelconque. Pour 
donner  (t) il faut en indiquer les valeurs sur tous les intervalles 


NE PR RE << 
lim À, — 


00 
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Posons œ (ti) = fx pour À Lt hp; k = 0,1,2,... En se 
servant de (6.11), on écrit sans peine l’image opérationnelle de 
p (£): 


p (i) => Ba (e7"R+IP — 6 htiP), (6.12) 


Donc, l’ensemble des fonctions en escalier s’identifie à celui des 
séries d'opérateurs de la forme (6.12). 

Dans les applications on rencontre souvent des séries dans les- 
quelles À, forment une progression arithmétique À, = kh, k — 


Fig. 25 


= 0,1,2, .... La fonction œ (t) s'écrit alors 


@ (£) — 2 Bz (e—* hp _— er t*+DA?) = (1 _- e”"P) à Be” ?? 


donc 


pé)=(1—e" tr) > Buer*fr, (6.13) 


0 
Exemple: soit la fonction (fig. 25) 


On a 
hp hkp — (1— eh?) e-hD eh 
(1 € ) 2 ke ” (1 —e-hp} — À — pTRD 9 
d'où 


eh? 


5 = 4 pour RkLI<R(k +1). 


2. Fonctions opérationnelles. Dans le corps M on peut envisager 
des opérateurs dépendant d’un paramètre, appelés fonctions opéra- 


153 


tionnelles. Nous étudierons ici des opérateurs dépendant d’un para- 
mètre réel. Si un opérateur a = > dépend d’un paramètre À € 


€ [æ&, 8}, on notera a — a (À). La fonction opérationnelle a (À) est 
déterminée par son représentant (F, G). Les fonctions F et G dépen- 
dent de À, i.e. dans le cas général F = F(t; À)et G=Gt{t; à); 
la fonction G (£: À) n’est identiquement nulle pour aucune valeur 
de À. 

Exemples: 


À 
1) = si ÀG[O, cf; 


.. | 0 pour t<À; 
)Je()=nt(; D Po tZh, ÀEÇ[O, oof; 
À Î 
- + re 1 ht 
3) a (== à ER 


— — À _ (—2)x 


nombre complexe. 

Si a est un opérateur quelconque de Î, on peut toujours exhiber 
une fonction @ (t) de l’anneau initial M, telle que le produit a x Q 
appartienne également à cet anneau. Si maintenant a = a (À), dans 
le cas général la fonction Q (t) dépendra aussi de À. 

Définition 2. Une fonction opérationnelle a (À), À € læ, PT apparte- 
nant au corps M (M) ou M (S) est réductible sur l'intervalle ]æ, BI 
si existe une fonction Q (t)E M (resp. Q () E S), Q (t) O0 et Q (t) 
ne dépend pas de À, telle que pour tous les À € Ja, BI le produit 


QG) XaU) = (é; À) (6.14) 


appartienne à l'anneau M (resp. S), 

La somme et le produit de fonctions réductibles sur l'intervalle 
l&, Pl sont de nouveau des fonctions réductibles. Montrons cette 
assertion pour l'anneau M. La démonstration est analogue pour 
l'anneau S. 

Si a, (à) et a, (à) sont des fonctions réductibles sur un intervalle, 
il existe dans M des ionctions Q, (t) et Q, (t) telles que 


GO X (= qu(t ; A)EM et Q (6) X az (À) = 
— Po (1 ; À) EU, LC], PI ; 
d’où 
O1 X Qe X [ai (À) Ha (A)] = (O2 X pi) + (Qi X pe) EM 


pour tous les À € Jæ, Pl. Donc, la somme a, (À) + a, (À) est une 
fonction opérationnelle réductible. 
De façon analogue l'égalité 


Q1 X Ouai (À) X a (A) = (0 X ps) X (Q1 X pr) EM 
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entraîne que le produit de deux fonctions réductibles est une fonction 
réductible. 


Mais si a (À) est une fonction réductible, ne l’est pas jorcé- 


1 
a(à) 
ment. En effet, soit la fonction opérationnelle 

0 si t<À, 
à bu LL = | 1 si 1>A. 


De toute évidence, e (À) est une fonction réductible sur la section 
à E [O, cof, plus exactement 


; 
0 si ét À, 

À\ — À) — À == 
t X e()=m(; À) LU PR 


Donc, Q(t)=t, et manifestement e(0)= 167, 


La fonction inverse ne sera pas réductible pour 


t 
D = Mt: 
ÀEIO, of. En effet, si site était réductible, il existerait une fonc- 
tion Q(t)CM, Q(t)Æ0 telle que 


COX = (:A)EM, RELO, of, 


Ou 
t 
7 | mu; 2)q(u; dau 
Q)= EUX PEL) = ———————, 
OÙ 


t 
QO=+| nfé—u; À)q(u; À) du, À E[0, 00. 
0 


Figeons £{ (t = t,) et supposons que À > {,. On a alors 
lo 


Q)=+ | n (o—u; À) p (u; À) du = 0. 


0 


Donc, Q (it) = 0 pour tous lest >0. In Long: donc pas ue fonc- 


tion Q ({)E M non nulle et telle que Q (+) n — CM, et — mn PES n’est 


pas réductible sur la section J0, of. Les opérations et notions fonda- 
mentales d'analyse se généralisent facilement aux fonctions opéra- 
tionnelles réductibles, en vertu de la règle générale suivante. 

Üne fonction opérationnelle réductible a (À) est continue dans 
l'intervalle ]æ, BI si existe une fonction Q (t) € M telle que  (t: À) — 
—= Q (t) X a (À) est une fonction continue de deux variables t et À 
dans la section JO, of, À € Je, BI. 
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On se sert de la notion de limite d’une suite d'opérateurs pour 
introduire celle d’une fonction opérationnelle. 

Définition 3. Une fonction opérationnelle a (À) possède une limite 
au point À —= Àg si pour toute suite À, convergente vers À existe 
lim a(À,) indépendamment du choix de la suite À,. On note 


7i—> 00 
lim a (À) = b. 
ho 
Corollaire. Si une fonction opérationnelle a (À) est continue sur 
un intervalle la, Bl, pour tout À € la, BI existe 


lima(À)=a(l). 
ho 
Ce corollaire découle immédiatement de la définition d'une 
fonction opérationnelle réductible continue. 
Üne fonction opérationnelle réductible a (À) est par définition 
continâment dérivable sur un Ses) ces lu, BI si la fonction œ (t; À) 


est dérivable par rapport à À et € M est une fonction continue 


en t{ et À dans les domaines { => 0, À € la, Bi. L'opérateur 3 


s'appelle dérivée continue de a (À) et se note a’ (À) ou 


) da (À 1 9 1 9 
a’ (À) = Te == 77 (0% aû)). (6.15) 


Prouvons que la définition de la dérivée est indépendante du 
choix de Q (ft). Eneffet, si p, (t; À) = @,(t) x a (à), il est évident 
que 

Q 7 1 — Q: X , 
ou bien 
d d C 
7 QG—u)eitu; Mdu=+ | Qit—u)p(u: 2) du 
0 0 


Comme ee et _. sont continues en é et À, il vient 
t 
d jee) CE À) 
_. ET & Lee-mats M à L du, 
0 


Et la définition de la dérivée est indépendante du choix de la fonc- 
tion Q. La dérivée d’une fonction opérationnelle réductible possède 
les propriétés de la dérivée ordinaire. 
Propriétés de la dérivée continue dune 
fonction opérationnelle 

1. Si des fonctions opérationnelles a (À) et b (À) possèdent sur un 
intervalle la, Bl des dérivées continues, leur somme et leur produit 
possèdent sur cet intervalle des dérivées continues telles que 


la (À) + b (A) = a’ (à) + b' (à), (6.16) 
La (à) X b (AT = a' (à) X b (A) Ha (à) X D" (A). (6.17) 


En effet, par hypothèse, il existe des fonctions @, (t) € M et 
Q, (t) € M telles que 


Qt ka =mt DEMO) Kxb()=mt; À) EM, 


et existent les dérivées sa et ee. En multipliant les égalités pre: 


cédentes respectivement par @, et Q., et posant Q = Q, (ét) x ©, (6), 
on aura 


QKxa(lh=@it) xp: =; DEN, 
Q X D(A)= Qu (E) X EE: = Wat: EM. 


Par hypothèse, existent les dérivées SE et ge appartenant à 7 et 


continues en £ et À; £€[0, of, AE], BL. ge les fonctions 
Wii; À) et Vi(t; À) possèdent aussi des dérivées De et D. 


continues pour {€ [0, cf, À €], BI et telles que 


0, Ô : Ô 
= Q2(t) X = Qu (t) X SE. 
On a ainsi 


Q k(a()+b())= if: A+: A) =V(: DEM 


et 
,_ 1 8 1 paY, 2%, 1. 
BHO ET = + ]= 


ô 1 / 
A ee de ae ET LUE AU) 


Pour prouver (6.17), formons le produit 


QXOQXIa(X) Xb(A)]= it; À) X P(é; À). 
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Posons Q X Q— 0: il vient 


COEMOEE- + Ati SE 


t 


t 
LS us q un D que A LA pt 
0 


+Wi x |=5 [0 x SE - X O2 X pr + 


+ Qi X qu X Qi x SE ]= TX SEX EX pot 


{ Â OPe / / 
10 NPA An 4 (U)Xb(A)+a(n)X0 (A). 


2. Si une fonction opérationnelle réductible a (À) est constante 
sur un intervalle la, BI, i.e à toute valeur À € la, BI est associé le même 
opérateur a, alors a’ (À) = 0. Inversement, si a” (À) = 0 pour tous 
les À E Ja, BI la fonction opérationnelle a (À) est constante sur l’inter- 
valle Ja, fl. 


En effet, si a (À) est constante sur la, . on aura = — 0. Donc, 


a’ (À) = 0 et, inversement, si a’ (À) = 0 = 0,ÀE€ la, Bi, donc y 


. ñ 
ne dépend pas de À. L'égalité a (À) — 5 entraîne que a (À) est 
constante sur l'intervalle Ja, Bl. M 

3. Si c est un opérateur quelconque ne dépendant pas de À et a (à) 
une fonction opérationnelle possédant une dérivée continue dans l’in- 
tervalle ]a, Bl, alors [ce X (À)}° = c X a” (à). 

Cette propriété découle des propriétés 1 et 2. 


4. Si les fonctions opérationnelles a (À) et possèdent des dérivées 
continues, alors 
( 1 \7____a"() 
a (À) __. æ&()? 


où a? (1) = a (À) % a (À). 
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En effet, une dérivation de l'identité 1 — 7 X a (À) par rap- 
port à À et la propriété 1 donnent 
{ d Î ; 
0— (x) aQ)+7x * 4°), 
ou 
En Cr 
Gp) = 7x 
0. Si des fonctions opérationnelles a (À), b (X) et TT possèdent 
sur un intervalle la, Bl des dérivées continues, alors 


a (À) \"_ a’ (À) b (A) —a (À) b’ (À) 
( b (A) | = b (A) X b (à) Fe 


En effet, les propriétés 1 et 4 impliquent 
a(X)\'"_, 1 1 \'. 
(a) 2 0)57; +420) (5x) _ 
4) _aQe' OU a (Ab(—aRe  py 
— bb EN b2 (À) 


6. Si une fonction opérationnelle f (À) possède une dérivée continue 
f’ (À) sur un intervalle la, BL, et @ (À) est une fonction numérique conti- 
nûment dérivable définie sur lu, vl et prenant ses valeurs dans l’inter- 
valle la, fl, alors la fonction composée F (À) = f [lo (A)] possède une 


dérivée continue et 
FT Q) = f le Q)l op" (À). 
Il existe en effet une fonction Q (ti) € M telle que g (À; t) — 
— Q (t) X f (À) possède une dérivée %Æ . De toute évidence, 


gp (À); ]=Q(t) X fip(A)=Q(é) x F(), 


donc 
, 1 9 À): 1 9 / / ? 
p'(= ER LE QUE FE (AE (À). M 


Les dérivées continues d’ordre supérieur se déterminent comme 
d'habitude : 

Fh=IfF AT, FPH=I? Q)7, 
on suppose que les seconds membres ont un sens. 

L'intégrale définie de fonctions opérationnelles réductibles con- 
tinues peut être introduite de la même façon que la dérivée. 
Il existe toujours dans l'anneau M une fonction Q(t) telle que 

p 


| QXa(i)dk=0(t)CM ; l'intégrale | a(À) dk est par définition 


œ œ 
p 

 : D) .. _®(#) 

l'opérateur Do ie | a (À) dx 00 - 


B 
Cette définition est correcte. L'intégrale jau dk est indépen- 


(4 
dante du choix de la fonction Q (ét). En effet, si P (ft) est un opé- 
rateur tel que 


B B 
| P(E) x a (À = | VE; Ad Y (6), 
alors 
Ft) __ D) 
ACNUICÉ 


En effet, en posant 
QxXa(=p{t; À et Pxa({)="T(E; À), 
on obtient 
QOXTFÉA=P(G)Xxp(E; A), 


ou 
u U 
d d 
a | 06-uH Vu: ; À) du = | PE wo; ; À) du, 
d’où 


_P(t—u)o (u ; À) du. 


Ou + 


| Q(t—u) Y(u;À)du— 
0 
Intégrant sur À entre & et 5, on obtient 


B t t 
| dr Ü Qtt—u) Yu; à) du— | dx | P(t—u)q(u: à) du. 
Œ û (e À 0 
Intervertissant l’ordre d'intégration 
t B p 
| Q(t—u) du | Ÿ (u: 3). | P (é—u) du | (u:2) 4, 
0 œ 0 a 
Ou 
t l 
| Q(t—u) Y(u)du= | P(t—u)D (u) du, 
0 0 
donc 


OxkY—=Px ©. EH 
Au passage nous avons démontré l'égalité 


| 8 
| Q() X FA) dA=Q() x { Y(t; À) dA. (6.19) 
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L'intégrale de la fonction opérationnelle possède toutes les 
propriétés d’une intégrale ordinaire, savoir 
(9,2 


| a (à) dà= 0, 
(e À 
B 8 
cxa(i)di=cx | a (À) dÀ 
(9 À (0 À 
(c est un opérateur quelconque ne dé pas du paramètre À); 
B 
ja die Ÿ a a (À) dà, 
œ p 
8 y y 
| a (A) + | a()dh= | a (À) dx. 
œ 8 œ 
p B B 
(a+b(da= | a (à) + | b (À) dà. 
œ œ œ 


Si des fonctions opérationnelles possèdent des dérivées continues, 
alors 
B B 
| a" (à) Xb()dh = a(B) X b(B)— a (a) X b (a — fat ) x D’ (à) dà. 
"a 
Si une fonction numérique œ (À), définie sur l’intervalle Ju, vl, 


prend ses valeurs dans l'intervalle Ja, Bl, œ (u) = «&, @ (v) = B et 
possède une dérivée continue œ” (À), alors 


À @(v) 
| Ï [p (À)] p” (À) da — | b (à) dA. 
B qu) 


De façon analogue, on peut généraliser aux intégrales de fonctions 
opérationnelles les autres notions de la théorie de l’intégrale définie. 


En particulier, la définition de l'intégrale impropre | 10) dk, 


Ô 
An 


comme la limite, lorsque n —- oo, de la suite d'opérateurs | f(A) dA 


0 
ne dépendant pas du choix de la suite de nombre À, — co. 
Soit la fonction e (À) = n (t; À). Calculons sa dérivée e’ (à). 
On a 
0 Si É<N, 
2 — - — . 2 
l X e (À) ne (ë À) (é Fe si L à, 
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donc 
0 pour À, 


dm; À 
Ne de à) = | —(i—À) pour i>À. 


t 
où m1 (3; À) — | n(u; À) du et, par conséquent, 
0 


or 2, et MOD Lo (; À)=e(À), donc 


e" (À) = —pe (À). (6.20) 
D'autre part, on a montré (cf. (5.10)) que 
e)kxe(u)=ei+n). (6.21) 


Jusqu'ici la fonction opérationnelle e (À) était définie pour 
\k > 0. Définissons maintenant e (À) pour À 0 en posant 
1 


PNG A0. 
Montrons que dans ce cas l’égalité (6.21) est réalisée pour tous les À 
et réels. 
En effet, pour À<0et nu <O0,ona 
1 l { 


OUR HD — 


_  _ 
ein GE: L 


Si À > 0 et nu < 0, on distinguera deux cas. 1) À + u > 0, il vient 
(cf. (5.10)) 


À t; À ESA 
e(hequ= = Et PORTE Le (RU). 
2) Àtu<0,0ona 
t; À) { 
ee (DR = tn À +). 


Donc, l'égalité (6.21) est valable pour tous les À et u réels. La fonc- 


tion _ n’est pas réductible, par conséquent, l'égalité (6.20) 
n’a pas de sens pour À 0. Maïs on peut définir formellement Îla 


+ Î LA e'(À) 
dérivée de 20? À > 0, en posant (4) DT TL. Dans 
ce cas (6.20) entraîne 
Â ur pe (À) EL Â 
Ce | _ e(àa) Xe(À) ES e (À) ‘ (6.22) 
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Les propriétés de e (À) avec À << 0 énumérées ici suggèrent la nota- 
tion 


e(À)—e"À? (6.23) 


pour tous les À réels. 
Au $ 5 on a montré (cf. (5./3)) que 


. : 0 gi 1 À; 
, = 65 si >. 


Pour À 0 en général e-?#f (t) est un opérateur. Au lieu de e—PÀ f (t) 
avec À << 0 il est plus commode de considérer eP} f (4) avec À >> 0. 
Pour que l’expression ePÀ f (té) soit réductible à une fonction, il est 
nécessaire et suffisant que f(é) soit nulle sur l'intervalle [0, AI. 


Plus exactement, | f (&) du = O0 pour tous les t € [0, Al. En effet, 


0 
siePh f (té) = p (t)est une fonction, alors f (é) = e-Php (t) et f Ÿ, = 0 
(cf. (.73)) pour t € [0, Al. Inversement, si f (t) = 0 pour & € [O, A, 
alors 


L O0 si tC[0,A 
+= gun JO (620 


pour tous les & > 0. Donc, e?* f (t) = f (t + À) est une fonction et 


ePhf (t)=f(t+ A) (6.25) 
pourvu que 
t 


| f(u) du = 0 pour tous les #€I0, À]. 
0 


Soit f (t) € L. L'expression a (À) = e-Pf (À) est visiblement une 
A 


fonction opérationnelle. Calculons l’intégrale as (À) dA. 


Û 

Comme 
Si {<< 
FLORENT Si {ZÀ, 


la fonction { X a (À) = œ(t; À) appartient à l'anneau M pour tous 
les À > 0. La définition de l’intégrale d’une fonction opérationnelle 
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entraîne 
A A 


le-wfHa=rx| et) 


0 


© 


t—A)f(h)dA si 1€]0, AI, 


(t—A)f(A)dA si 14, 


où 


ple-rf(hdn=f(#) si 160, AL, 
0 
Supposons maintenant que 


AS AS Aie are SAS eve 


An 


lim 4, = et ay =p | e-Mpf (À) dA. 
nn —> O0 0 
Montrons que la suite a, est convergente lorsque nr —- co. En effet, 
soit ]0, TI un intervalle quelconque fixe et n, tel que An, > T. 
Pour tous les nr > nr, on a alors 
t 
B=txa= fa, 160,71 
0 
d’où résultent la convergence et l'égalité 
lim a, = f({t). 
71 00 
On constate que la limite ne dépend pas du choix de la suite À, < 
<< A3... << A, ... Donc, existe l'intégrale impropre 
p | e=rhf (À) dk = f (t). (6.26) 
0 
On a mentionné plus haut (cf. $ 5 pt. 2) que l’opérateur est une 
extension de la notion de fonction. Pour cette raison, dans certains 
cas, il est commode de conserver la notation a — a (t) pour les 
opérateurs même si, désormais, la notion de valeur d'un opérateur 
en un point de la section [0, œ[ n’a plus de sens. Par exemple, 
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l'écriture a (0) ou, plus généralement, a (t,), où {, est un nombre, 
n’a pas de sens. Cette écriture conventionnelle est souvent utilisée 
pour l’opérateur p: 

p = Ô (t). (6.27) 
Dans ce cas, compte tenu de (5.73), l'opérateur pe? peut être 
représenté par 


pe = ÿ(t— À). (6.28) 
L'égalité (6.26) s'écrit alors 
| 8 (t— À) f (A) dh= fj (t). (6.29) 


0 


L'opérateur Ô ({) est appelé fonction impulsionnelle ou 6-fonction 
de Dirac. On peut définir formellement la dérivée Ô” (t) de la fonc- 
tion impulsionnelle en posant Ô’ (it) = p°. On introduit de même 
formellement les dérivées 6” (t) de tout ordre. Aïnsi, la dérivée 
d'ordre n de la fonction Ô (t) est l’opérateur 


pr = ot. (6.30) 


Cherchons l’opérateur 
p''te-hP= 60 (t— à). (6.31) 


Calculons \ f(A)Ô® (— À) d\. De toute évidence, 
0 


00 00 t 
[om dr= pt Vera (n) da = pret | (a) da. 
0 0 0 
OU 
[5 Q)8% (— 2) da = p'f (8), F() EL. (6.32) 
(0) 


Si f(t) est n fois dérivable et f® (&) € L, de (5.66) il suit 
p'i(t)=f (6) + p"f (0) + p° °F" (0) +... + pf 1) (0), 
On 
PE (E)= F0 (+ 80-0 (6) f (0) +802 (e) f' (0) +... +8 (6) 2 (0) ; 
(6.33) 


ainsi donc, si }° (4)E L, alors 
À LG) 80 (&— 2) da. = fo (1) + 80) (2) (0) + + 8 (#) 0-0 (0). 
Ô 


(6.34) 
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En particulier, si f (0) = 0, j’ (0) — .., 070 (0) = 0, alors 


| ) 800 (4 — À) d'A = f0 (b). (6.35) 
0 


$ 7. Opérateurs réductibles à des fonctions 


1. Opérateurs réguliers. Un opérateur a € Mt est par définition 
régulier s’il est associé dans le corps It (S) à une fonction a (p) 
régulière au voisinage d'un point à l'infini. Les opérateurs réguliers 
forment une classe très vaste et très importante pour les applica- 
tions. De toute évidence, la somme et le produit de deux opérateurs 
réguliers sont des opérateurs réguliers. Un opérateur régulier est 
toujours réductible à une fonction. Ceci découle du théorème sui- 
vant. 

Théorème Î. Soit a (p) un opérateur régulier, i.e. au voisinage 


du point à l'infini |p | > R on a a (p) — > + : alors 
k—0 


a(p= > = y BR à (+). (7.4) 


La série entière converge sur tout intervalle [0, AÏ, ie. le rayon de 
convergence est injini. 


OO 


Démonstration. La fonction > _ est représentable par 


k=1 
une intégrale de Laplace (cf. $ 2, théorème 2). 


: k—1 ; 
D | (> mpr)e “di 


donc 


OO OO 
V' _R D apth1 
— pri on (k—1) 
—1 k=—1 
r_e ) * . . { 
la série converge pour tous les t, d'où, en multipliant par —, 
P 


par conséquent, 


Théorème 2. Si la somme 
DFA p)=F (p), (7.2) 


F, (p), n —=0,1,2, ... est une suite d'opérateurs réguliers, est 
uniformément convergente vers F (t) dans le domaine | p | > À, alors 


F (p) est un opérateur régulier et 


F(p=2 Fa (), (7.5) 


F,(t)=F(p). 


La série (7.3) est uniformément convergente sur tout intervalle [0, A, 

Démonstration. Toute fonction F, (p) est régulière dans 
le domaine |p | > À. La convergence uniforme entraîne que la 
fonction F (p) est régulière dans le domaine | p | > À. Si CR, est 
un cercle centré en p —= 0, on sait que 


An À { ent dp 
| _ 2ni ph+i 
CR, 
1 ePtdp 
En remplaçént — par D ne dans l'égalité (7.1) et en sup- 
P 
CR 


posant que le rayon À, de CR, est plus grand que À, on obtient 


; = 
.. | EL ent dp= a (t). (7.4) 
CR, 


Appliquant cette formule à #, (p), on obtient 


Fn 
Fr (= | —_ eP* dp (7.5) 


CR, 


et en vertu de la convergence uniforme de la série (7.2) 


ou 


Reste à démontrer la convergence uniforme de la série (7.3) 
sur l'intervalle [0, À]. Soit e > 0; il existe alors un À tel que 


12 Fr(pl<ee- 4, [plZR>R. 


Donc de (7. o) et de la dernière inégalité on déduit 


e” R1À l 
a .OÙ<k x = _ | ap LEE Le, 
n=N 


et | D he | <e pour tous les 4€ [0, À]. La convergence uniïor- 
n=N 
me est démontrée. 
à 
Exemples. De toute évidence l'opérateur e ? est régulier. 
On a 


© 


La série est convergente pour | p | > 0, donc 
eu à Ann 
eP=D(—agr = 0 (2 VA). 
0 
De façon analogue, on a 


PJ, (2 V —)=J0 G2V At) = 1, (2 V à). 


On établit de même sans peine que 


À A 
CT AE e 
Fr D — (+) Je (2 V à). (7.6) 
1 7 
_ t A a 77 
eo — (+) 1, (2 V At). ( l} 
L'opérateur FR est visiblement régulier et pour [pl >A1>> 
P 
>0 on a 
1 © 1 
A À? 2 = A2 \kR 
Â —— — 2 —— == 
VrR Vi | +R) 3( k }() 
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ou 
gt) (jan 
7 2 k11-2.38 ... k(k-L 1)... (2k—7) 2k 


k—0 
At \2h 
O0 OO —1{})À (+) 
At. Ci mue - EX 2) 
= À DRkI:T.3...(@k— TD 2Rl — ù (& D = Jo Ai, 
donc ——2——J, (At). On reconnaît l'image opérationnelle de la 


V Pr+7 

fonction de Bessel d'ordre zéro. 

Au $ 12 on démontrera 

7 VPN pY =, Qu). 

Le premier membre est un opérateur régulier (cf. (12.12)). On démon- 
tre cette formule en appliquant la méthode précédente. 

2. Calcul de certains opérateurs. En calcul opérationnel on a affaire 
à des opérateurs se ramenant en principe à la forme a (p) (cf. $ G). 
Mais d’abord il faut indiquer des critères de réductibilité d'un 
opérateur a (p) et, si réductibilité il y a, le moyen de trouver cette 
fonction. Ce problème est souvent résoluble de façon approchée, 
i.e. On ne peut calculer que des valeurs isolées de la fonction. 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur a (p) 
soit réductible à une fonction  (t) € S est que a (p) et  (é) vérifient 
la relation 


a (p)=p | pile dt, Rep. (7.8) 
0 

Donc, l'opérateur a (p) se ramène à une fonction œ (t) si la fonction 
de la variable complexe 2) est représentable par une intégrale 
de Laplace absolument convergente. Au $ 2 on a énuméré les condi- 
tions suffisantes pour qu'une fonction analytique donnée dans 


Rez> soit représentable par une intégrale de Laplace. S’il est établi 


qu'un opérateur a (p) se ramène à une fonction, pour trouver cette 
dernière dans le cas général il faut se servir du théorème d'’inversion 
de l'intégrale de Laplace 


1 d a 
pÜ=s | LP ent dp. (70) 
Y—100 
Si l’on peut dériver sous le signe d'intégration on a 
Y+ioo _ 
1 
p(é=s— | "2 ep dp. (7.10) 
Y—100 


Pour obtenir une expression commode au calcul de la fonction  (t) 
il faut déformer le chemin d'intégration dans les formules (7.9) 
et (7.10). Parfois en appliquant le lemme de Jordan et le théorème 
des résidus on peut obtenir œ (t) sous la forme d’une série. 
Théorème 3. Supposons que 1) a (p) est une fonction régulière 
en toute région finie du plan de la variable complexe p sauf en un 
ensemble de points ps, Pa, . . ., Pn (1Pa | LIPel<e.. KTpa l< 
<T ...) qui sont les pôles de la fonction —- et que Rep, < Y, pour 
tous les n; 
2) existe la limite 
1 vie 1 ea 
im — LC ent An — — EXP? pt | 
RE PR | p © AP VV: 


Y — 00 Ÿ — 100 


3) existe une suite de contours simples c, s'appuyant sur la droite 
Re p = y aux points y + if,, y — iB,. (Ces contours sont contenus 


17 
V+iBn 


Fig. 26 


dans le demi-plan Re p < y et ne passent pas par les pôles p,.) Chaque 
contour C, renferme l’origine des coordonnées et les n premiers pôles 


Dis Dis se. D, (io: 20): 
4) pour tous les t > 0 


lim | Aer dp—0; 
TL 


alors la valeur de l'intégrale est égale à la série convergente 


; nee 00 
a (pP} pt NW 
Dai | Eu dp — > Th (£), 
4 — 100 n—=0 
où rn (t) est le résidu de la jonction 2) ent qu point p —= Pn (n — 


— 1,2, ...) et ro (t) le résidu au point 0. 
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a (p) 


. . (4) r” Poe e e 
Remarque. Si la fonction << vérifie les conditions du 


lemme de Jordan, il semble naturel de prendre pour contours €, 
des arcs de cercle. 

Si existent des suites de nombres positifs $, et 6, et un nombre 
Q > 0 tels que 


1) lim, =, limô, —0; 


2 a Æ in a(— n Ti 
) er a D <Q, —$,<o<y, |[T|<P, 


pour contours €, on peut prendre celui de la fig. 27. _ 
Exemples. 1. L'opérateur p e-\V?, 10. La fonction Ï (p)=— 
= 

Vrai est visiblement bornée dans le demi-plan Re p > 


P 
> Yo => 0 et l’intégrale 


at << ©. 


M Ec=x ii 
IT 


donc (cf. théorème 2, $& 2) la fonction f (p) est représentable par une 
intégrale de Laplace. Aïnsi l’opérateur V pe-AV? est réductible 


Fig. 27 


à une fonction. Cette fonction prend une valeur égale à l’intégrale 


1 _ 
ME e=\VP+tr 


{ 


Y —i00 


y>0. 
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Pour calculer cette intégrale faisons le changement de variables 


Vip——}>=1w0. On a 


2Vt 
NE ENV RE OU (Ve- x) —_ 
1: TE 
ami J. V p JUL V't 
Y—100 Y — 100 
nu 
41 
ee | ev dw ; 
ni Vt 
la droite Re p—# se transformant en l’hyperbole Z, et 
A2 
V pe-\Vr e C 
_ miVt 
où C — | ev? du est une constante. Pour déterminer C, posons À —0 
LE 
_ C : 
(cf, $ 6, pt. 2, corollaire). Alors Vÿp=—, mais 
ni Vt 
| + 
Pie Len 
— p2 — TT =7=;: 
(1) V 


on à donc —— ou C—iV nr; et 


_ € 
V'ai niVt 
À 


Vpe-Vi= ce, (741) 


ITé 


2. L'opérateur 7 —- e-EVr+1 £ > 0. Comme Re (E V p?+ 1)> 


p°? 

Â 
V p°+1 
conditions du théorème 3, $ 2. Donc, l'opérateur 


>>0 lorsque Re p > 0, la fonction f (p)— e-ËÉVr®+1 remplit les 


e-EV p°+i 


Vr?+1 
est réductible à une fonction qui prend une valeur égale à l’intégrale 
y TS EC VRET-p) 


En.) V P°+1 


,— 100 


et—Ë)p dp. 


Posons 
_ "EC VPrEF1-p) 
V P°+1 
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La fonction ® (p) possède deux points singuliers : p = à et p — —i. 
Joignons-les par une coupure. Dans ce cas D (p) sera régulière et 
univalente dans le plan muni de cette coupure. La fonction w — 
— V/p? + 1 — p applique le plan de la variable complexe p avec 
la coupure dans le disque unitaire du plan de la variable complexe w. 
Donc 

_El®l Ë 


I 
vil IVri+1l 


Et ® (p) remplit les conditions du lemme de Jordan. Ce dernier 
entraîne que pour t << Ë l’intégrale est nulle, et pour t > Ë 


(pl 


e(t-—£)p dp, 


Ne PEN ass 
2Ti u V p°L1 P 7. V pi Li 


où cest un contour quelconque fermé contenant la coupure du plan 
de la variable p. Si dans la dernière intégrale on fait le changement 


de variable w = V p? + 1 — p, il vient 


. “(Voie | Hs Ne" 

ete gp D [6709-70 )e-0 du 

2Ti V'rr1 PTT w ? 
C 


iHE 


où [est un cercle quelconque | w|— const. En posant z —w Es? 


on déduit l’égalité 
1 1 | 1 

ps | eee )ee de | 1 | VE (-—) à 
2ni , w 27i 
T É 

1 LA 
D ( e-iVE-Ecose do. 

LL 


TT 


Or on sait que (cf. [34 ) que =— K | HO Vp=J (6), donc 


nr 


_— Din Sr LE: 
LE __e-EVr+i — 7 
Vi di Ur, VE (2—E), sitE. Son 


3. L'opérateur In (1 + p). Considérons l’intégrale 


2Ti 
Y—100 


ne hi 
er _ P} ,pt 
| UE dp. 


Prouvons qu'elle est convergente et ramenons-la à une forme 
qui en facilite le calcul. Traçons dans le plan de la variable p — reïv 
une coupure joignant le point p = —1 au point à l'infini en suivant 
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la partie négative de l’axe réel. Dans le nouveau plan, la fonction 
in { Q # ee. e 
DCTP) sera une fonction régulière univalente prenant les valeurs 


P 
in | nl mn _ PER 


sur les bords de la coupure. 


Fig. 28 Fig. 29 


Soit un contour fermé L (fig. 28). De toute évidence 
= | In (1+ p) ertdp=0. 


ati D 


Or la fonction ® (p) — LE remplit les conditions du lemme 


de Jordan. En supposant maintenant que À —- ©, on s'assure que 


Y +100 

1 IM({+p) pt 3. 1 (la (1+p) pt 

Dai | pp (4 dp= x | p € dp 
4 — 100 à 

où l'est le contour de la figure 29. En tendant ce contour sur les 

bords de la coupure, on obtient 


O0 


1 Fi 1 (in(r—t)+ni 
ja | CR er gp | ROUE ER 


Qi 2Ti 


1 
{ In(r—1)— ni _,s 
T3 | a À dr, 


r 


d’où il suit que _ | h(HP) pt dp — | 7 qu, et 
Ti P u 
à t 


In(f+p)= | du —Ei(—t. (7.13) 
l 


17 4 


4. L'opérateur hEVr E€]10,/[. Pour le calculer on se servira 


chiV/p | 
_ ARE 
du théorème 3. Soit Re p=>v>>0, p—rete, alors” p = Vre?2 
tpe | 7; + É d'où 
- - = À de] À 
ReVp=Vres$>Vr = +>V + 
on à donc : 

- _ ne xl À 
ch£T/p _] yzite VP a) 1 Le F7 \ 
Te e(&-1) eat Le Fo fe |: 

-21VP 
C P 1 Le -1y + 
D'où il suit que pour ÉEI[0, [[ l'intégrale 
+00 . 
1'{ chere, 
Em À chiVr P 
est absolument convergente. La deuxième condition du théorème 


3 est réalisée. Les points singuliers de la fonction f (p) — RE 
C P 


: À 1 \2 x? 
seront uniquement les pôles z,—0 et 2: — — (4) _. , k — 
— 1,2, ... Donc, la première condition du théorème 3 est égale- 


ment remplie. Montrons que la troi- 
sième condition l’est aussi. Plus 
exactement montrons que sur les 
paraboles (fig. 30) 


__ 2a? EL ai 
7 1—cos®  . ’ 
P sin? de 
2 
où 
nn 
Un — TT» 


on a l'inégalité 


ch£Vp 
chip 
En effet, des calculs directs montrent Fig. 30 

que si le point p = rei° est situé sur 

la parabole, en utilisant l’identité | ch (x + iy) [? = sh?x + cos? y, 
on obtient 


£1. 


M 


2 sh? | an ctg £ | + COS? 4NË 


chEVp | 
sh? | ani ctg + | +1 


chiVp 


<1. 
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En désignant par €, l’arc de parabole VNAM, il vient comme dans 
la démonstration du lemme de Jordan que lorsque Ë& € [0, I et 
Lt >=0 

lim 


T1 — OO 
cn 


Ç EU pt 
| ché Vp er dp— 0. 
chiVp P 

Ainsi, toutes les conditions du théorème 3 sont remplies. Par consé- 
quent, 


il dr hëV'p eprt = 
C P € d nn a 

TE —— = rr (), 
2ni | UV p À x (4) 
— 100 


k 
où 7, (4) est le résidu au point z = 0, et r; (£) de résidu au point p4. 
Tous calculs faits, on obtient 


— ee 1,2 32 
REV P 4, 4 ss M (RS) cos LE Ch 1) 
chi Vp RE A 2k—1 - RC 


3. Transformation d’'Efros. Il y a parfois intérêt à se servir du 
théorème 5, $ 2 pour établir si un opérateur donné a (p) est réduc- 
tible à une fonction et pour le calcul de cette fonction. Ce théorème 
entraîne le : 

Théorème 4. Si l'opérateur a (p) est représentable par une fonction 
composée 

7 (p) = p4 [4 @) 7.15 

a (D) Dot P | P Ù ( à ) 
où l'opérateur h (p) est réductible à une fonction h (ti) ES, et H (z) 
est une fonction analytique dans le disque | z | < 0, À (0) = 0, alors 
a (p) est réductible à une fonction a (t) ES. 

Démonstration. En effet, par hypothèse, la fonction 
— est représentable par une intégrale de Laplace absolument 

h (p) 


convergente. D’où il suit que la fonction 4 [2 est représentable 


par une intégrale de Laplace absolument convergente, ï.e. 
ee _. h(p) _ Ù pt 
a(p)= pH | 2 1e) a (t) e"P° dé, 
et l'intégrale est absolument convergente pour Re p = y, donc 


l'opérateur a (p) se ramène à une fonction. 
Soit la fonction G (z) — nr, où C est un paramètre 


complexe. Il est évident que G (z) est analytique dans le domaine 


|z|<Z|6 | — 60, donc l'opérateur TU: se ramène à une 
dr à 
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fonction. Posons 


P 


__ h(p) 


È———— BD) ___K(: db. (7.16) 
; P 


C(Ép—h(p)) 


En multipliant les deux membres de l'égalité par eh (C) et inté- 
grant sur le cercle | £ | = op, on aura 


1 pH(£)d __p C2 1 
ee Me CR Te 2m, ) AUDE (0) d£. 


i=p G——— EL Ii [=o 
lEl=p e p 


Or Æ (0) = 0, donc la formule de Cauchy (1.20) donne 


h (p)° | | _ 
PH Je À KG )H(t)dé=a(t). M (747) 


Cette formule peut être appliquée au calcul de la fonction a (6). 
Un exemple simple est k (p) — 1; alors pH + | est un opérateur 
régulier. On a 


st 
«| En 
K(t: Ë) — £ = et 
C (pi —1) a (p——) Û 
et 
LA 
SE T dé 
pH(=)= ; CA (9) à 
— 


En posant Le on obtient 


C 
a(p)=p4 (== | ee (=) dz. 


Cette égalité s’identifie à (7.4). 
Voyons un autre procédé de calcul d’une fonction par son image 
opérationnelle. 


Théorème 5. Si un opérateur a(p) est représentable par a(p)= 

CE et a) D(p)=p | D(he?tdt et | 1D(e-vt dt < 0, 
0 0 

où Yo = 0; bd) qg(p) est une fonction analytique dans le demi-plan 

Rep =» >0 et vérifiant la condition Reg(p)=>%,, alors l’opéra- 
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teur a(p) se ramène à une fonction appartenant à S : 
L(t; 6) ® () dé, (7.18) 


où 


L (i: E) = + etat), (7.19) 


Démonstration. Les conditions a) et b) entraînent la 
convergence uniforme et absolue dans le demi-plan Re p > y, de 
l'intégrale 


OO 


—— T (g (p)) = e Enr) (E) dE. (7.20) 


En effet, 


| [ e-n@ (Ë) dE < ee Re g(?) | D (Ë) | dE 
0 Û 


L | e-im|D(E)|dE< oo, (7.21) 


donc l'intégrale (7.20) est une fonction analytique dans le demi-plan 
Re p > Yo L'inégalité 


ECO PETITE 
0 


à . a) > : 
entraîne que la fonction LG) est uniformément bornée dans 


q 
le demi-plan Re p > Y,, donc existe l'intégrale (cf. théorème 3, $ 2) 


Y+ioo 
TO OO D(aC)) ppt 7, — 
ATti Lu p°q (p) A 
et 
ms L D L 
p\a(ne gt = EE = a (p). (7.22) 
0 


Ainsi, l'opérateur a (p) se ramène à la fonction a (t). Pour calculer 
a (t) on remarquera que quel que soit £ € [0, œl, l’opérateur e e £q(p) 


se ramène à la fonction 


1 ne e789(æ)+pt - 
CSSS | ar nn (7.2) 


Y — 100 
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Eg(P 
° . (04 
puisque la fonction — 


. Ë € [0, ol, remplit toutes les conditions 


du théorème 3, $ 2 et, par conséquent, elle est représentable par une 
intégrale de Laplace absolument convergente. En particulier, 
l'intégrale (7.23) est absolument convergente et eu égard à (7.20) 
t (7.21), il vient 


00 Y+ioo A 
e e ta - 
|LG: DOM | SE | e-t0D (5) dE 
0 Y—100 0 
1 Y+100 _ co 
ar | Sd | e 0 
y— io 
Y+i00 — 
__ 1  [ ePiD(g(p)) dp _ 
or À rat) 
Comparant avec (7.22) il vient 
Daw) _(ry. 
IT =] 2 €) D (E) dE 
d’où l’on tire 
D(P))= pa(p) | Lt; ED (E dé; (7.24) 
0 


multipliant les deux membres par l'opérateur b(p}, on a 


(ee) 


d(P) D (a (p))= pô (p) ap) | Lt; ED E) dE 


0 
Si l’on pose pb(p)q(p) L(t: é)}= W(i; €), on obtient 


©-| 


DD GQE)= | (4: E D(E dE. 


0 


En général, cette intégrale est convergente au sens opérationnel 
(cf. $ 6). L'égalité (7.24) définit la transformée d'Efros. 


Exemples. 1. Soit qg (p) — =. De toute évidence, Re = > 0 
si Re p > 0. Donc, vs = 0. _ vertu de (7.6) il vient 


L(t; = | VE 2 V t&) 


G(1)- [0® ) Ja (2 (2% y + dE, 
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et 


© 


En appliquant aux deux membres de la dernière égalité l’opéra- 
teur pl” 


et compte tenu de ce que p'"L( 


Det 
=(+) 7 n (2 VE), il vient 
_ 1 C LAND 
pro(—)=|DE7,(2VE) (+) à 
0 
2. Soit g(p)}—V p. De (7.11) on déduit 
TS 
ES M De DA 
V pe TE A, 
donc. 
_ ”  pVp Va 
d’où 
D(Vr) 1 1 + | 
PT = = —e #OD(É)dE, 
pVr  pVp Va ss 
ou 
ES ù Ë 
— 4t 
G(V?)= | 7e “D (7.25) 


3. Soit LP) Pour calculer l’opérateur O (==) 1l est 


[&: 
plus facile de déterminer d’abord G(- | à partir du premier 
ES LE 
exemple, et ensuite D 2 : 


e —) — D (=) à l’aide du deuxième. 
On obtient, en définitive, 
2 E2 . = 
Le À | 
D) É R|ouACVE = du, 
4, Soit a(P)=p+—. On a 


DE fout ip _E 
L(t, E) D de 
P 


L TE 
: Da DJ, (2 VtE), 
ou (cf. (5.73)) 0 
pour É<TË, 
L(t; p={1,, (2 VEG—E)) pour ZE; 
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donc, 


dpt) — 
= | (2 VE GE) D (D d, 
p(p+— . 0 
ou 
[ t 
asia La L. [1 VE) 00 & (7.26) 
pa 0 


$S 8. Développements asymptotiques 


1. Suites et séries asymptotiques. Soient donnés une fonction 
j (t) définie sur Jæ, fl et un point t, appartenant à l’adhérence de ce 
domaine, i.e. à l’intervalle [æ&, fl. Les cas & — —co ou $ — + 
ne sont pas exclus. La notation f (é) — © (@(t)) signifie que la 
valeur absolue de la fonction f(é) dans l'intervalle Ja, Pl n’est 
pas supérieure au produit d’une constante par la valeur absolue 
de (ét). Il existe donc un nombre Q tel que pour toutes les valeurs 
de t€la, BL 1/0 1<QIP(E I. La notation (9 — O (y (6), 
t +1, signifie que l'égalité | f (&) | < Q | p (é) | est réalisée en un 
voisinage du point to. Si, quel que soit € >> 0, il existe un voisinage 
du point {, tel que pour tous les t contenus dans ce voisinage on ait 
[f()1<elop(é) |; on écrit alors f (t) — o (p (é)), t —t,. Si dans 
l'intervalle Ja, Pl, é-£ ts, (ft) ne s’annule pas, alors la condition 


f () = o (p (t)), t —t, signifie que lim . — (0 et la condition 
t—to 


J (t) = 0 (op (t)), é tit, que le quotient _ ._t —t,, reste borné. 
Citons quelques formules pour les symboles © et 0: 


O (O (p)) = © (op). 
O (o (p)) = o (op), 
O (p) O (F) = 0 (Ÿ), 
O (p) o (F) = 0 (pŸ), 
O (9) + 0 (y) = 0 (op), 
0 (p) + o (p) = 0 (op). 


Une suite finie ou infinie de fonctions œ (f) est une suite asympto- 
tique lorsque & —t,, t E I, PI si les fonctions , (ft) sont définies 
sur Ja, Pl et pour t —t,on a 


PntH1 — 0 (Pr): (8.1) 
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Exemples de suites asymptotiques : 


a) Pa (t)—=(6—t0)", tt; 
b) @a(t)—t#t"An, & — 00 ;: 


$ 


C) Pa(t)—e "tn, to où 
A ho < de A ER OS œ& = 0, B — co. 


Dans la suite nous ne considérerons que des suites asymptotiques 
, () données dans le domaine [0, cof(x — 0, f — ). Nous omet- 
trons de mentionner ce domaine à chaque fois. Si, étant donnée une 
fonction f (t), on peut exhiber une suite asymptotique œ, (t) telle 
que lorsque é —æt, et N quelconque l’on ait 
N 


F(— 2 anpn (€) +0 (pars), (8.2) 

1 — 
on dit que j ({) se développe en une série asymptotique et l’on note 
fé) = ë Ho -Vt,. (8.3) 


Comme y+1 = 0 (px), on à O(py+:) = 0 (0 (px)) = 0 (pw) et le déve- 
loppement (8.2) peut s’écrire 


N 
Ï (t) … 2 dnPn (£) 0 (Pw). (8.4) 
N 
La somme 2, a,®, s'appelle développement asymptotique de la 
î 


fonction f(t) jusqu'au ÂV-ième terme compris. Un développement 
asymptotique composé d'un seul terme se note 


Î (£) T7 di (é), l —+ Lo: (8.9) 


et s'appelle représentation asymptotique de la fonction j (t). La nota- 
tion (8.5) signifie done que j (6) — dia (#) + o(g (9). Si qu (0) n'est 
pas nulle au voisinage du point #,, alors (8.5) entraine lim = 
t—to l 
= Œj: ; 
Il est aisé de voir que la fonction f (ft), qn (t) et é, étant donnés, 
admet un développement unique, i.e. les coefficients a, de la série 
(8.3) sont uniques. Supposons, en effet, qu'outre (8.3) existe le 
développement 


FO) 2 bnpa(), tte 
On aurait alors 0 & D) (an — bn) Qn (t), t —t,. Supposons que les 
n= 1 


différences a, — b, ne sont pas toutes nulles. Soit am — bn la 
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première différence non nulle. Par définition du développement 
asymptotique (cf. (8.4)), on a 


0 — (am HE 0) Dm (&) + 0 (Pr); t — Lo, 
d’où en divisant par am — Um 
Dm (é) — 0 (Om); l — Lo: 


ce qui contredit l'hypothèse. Donc, a, — b, pour tous les n. 

2. Développement asymptotique de l'original lorsque t —- co. 
Les séries asymptotiques sont largement appliquées au calcul appro- 
ché des fonctions pour des valeurs de l'argument proches de é,. 
Lorsqu'on résout un problème par une méthode du calcul opérationnel 
on a souvent à calculer des valeurs approchées de la solution lorsque 
t 0 et é — co. Dans ces cas on a intérêt, si cela est possible, 
à développer la solution en une série asymptotique. 

Traitons en détail le cas £ — co. Ici il faut construire le dévelop- 
pement asymptotique de la fonction jf (é) d'après son image opéra- 


tionnelle f (p). 
Théorème 1. Supposons que 1) la fonction f(t) — 
O+i0 L 
= hm | LE er: dp, tE Ï0, œl, 2) la fonction LE remplit les 
oO -10 
conditions du lemme de Jordan, 3) la fonction Ÿ ) Dossède un nombre fini 
de Points singuliers qui sont des pôles ou des points de ramification, 4) 


qu'au voisinage des points p = p, de plus grande partie réelle la foncti- 


, LU) : 


se décompose en séries de la forme 


CD) ON Me CRE . 


al 


Y 


lim À, —= © et [p—p|l< D où c, et À, dépendent de p,. La 


jonction f (t) admet alors le pu islas asymptotique 


= D ent > pet va, (8.6) 


: 
où indique que la sommation a lieu sur les points singuliers Do. 


Po 
Remarque. Si À,—n est un entier non négatif, alors 


———— = Ù, 
ee | . — 
Démonstration. Désignons par p, les points singuliers 


f f (P) ; 


de la fonction à partie réelle maximale. Il peut exister un ou 


plusieurs tels points. Désignons par px, k — 1, 2, ..., n les autres 
f (p) 


points singuliers de la fonction one Par hypothèse, n est fini. 
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Considérons un contour fermé (fig. 31) constitué du segment AB 
et de l'arc de cercle L. Prenons le rayon À du cercle si grand que les 
points singuliers de la fonction 1) Soient contenus à l’intérieur du 


P 
contour AB + L. A partir des points px, k =0,1,2,...,n 


Fig. 31 Fig. 32 


traçons des coupures disjointes dont les angles d’inclinaison 
sont tels que << [ax | << x (fig. 32). Dans la suite on verra qu'on 


a intérêt à prendre les angles d’inclinaison si possible égaux à +n 
ou proches de ces valeurs. Sur la figure 32 ces coupures sont repré- 
sentées en pointillé. Traçons autour de chaque point singulier 
Pr k —=0,1,2,..., n un contour c,, composé d'une droite venant 


de l'infini suivant le bord inférieur de la coupure, d'un cercle Yp, 
de rayon p, et de centre p, et d'une droite partant à l'infini suivant 
le bord supérieur de la coupure (fig. 33). Désignons par CR le con- 
tour Bcomocs . + « CaMnCn . . . AB. La fonction — ne possède pas 


de points singuliers à l’intérieur de ce contour. Donc, l'intégrale 


1 f (p) pt — 
ri | D do= 0: 
CR 
Passons à la limite lorsque À — ©. En vertu des hypothèses 
1) et 2) du théorème, on aura 


; = 
j (t) = ee | EL ePt dp. (8.7) 


À remarquer que si p4 est un pôle il n'est pas nécessaire de pro- 
céder à des coupures. Dans ce cas le contour c,, est remplacé par le 


cercle %, et l'intégrale correspondante sera égale au résidu de la 
fonction à intégrer en ce pôle. 
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Etudions en détail l'intégrale 


1 | f (p) ePt 
2 Ti p 
C 


dp, 
Pr 


où Ch, eSt le contour de la figure 33. Désignons par 1’; le bord supé- 


Fig. 33 


rieur de la coupure, et par [', le bord inférieur. Il vient 


# + 4 + 
er | _u Pi dp=35: | _ et dp + 
Côy T' 
1 ( f(p) pt l f(p) pt 
ro FE PF | D € dp. 
T2 Vo} 


Sur les bords des coupures [', et [', on a respectivement 
P= Pr + her dp = er AA 
et 
P= pat he OR #0 dp= er dA 
et sur le cercle yp: 
P=Pr—+Pre®;  dp—=previ do, 


donc 
RE] 1 ( Fpathe À ip, ; 
| | Ï (p) e?t dp — f (pr Te etPrthe ) TR di — 
PAT P 2Ti sde 
Chop Pr 
RE 1(@, — 27) : _9 
(| . che “CR 1(&z 2H) . 
_— | JR he 7 iPythe a DE 
Dp Pr + 
2m _ 
: 1® ip . 
Fe _ | Atlas ) HPR+PRe  oeiVi do. 
M 4 prtPe 


Majorons chacune de ces intégrales lorsque £ — æ. La fonction 
_ vérifiant les conditions du lemme de Jordan, elle sera pour 
le moins uniformément bornée sur le bord de la coupure, i.e. il existe 


ee <Q On a alors 


une constante © telle que sur F, et l,, l’on ait 


Î N: à ) A i 
2 rap | pa 


Ti 
T; PE 
104, COS @ 
è k R 
tRe {À COS (4 t Re 
ne e Pr le k dÀ — __Q PR 

AT 2T {COS Xp 

Pr 


En vertu du choix de ax, cos &än << 0 et l’intégrale de la dernière 
égalité est convergente. Nous avons ainsi prouvé que lorsque £ —- co 


1 F ) CO 
Zi | su ei dp = 0 (e°"° PRYPR OS dx), (5.8) 


De façon analogue, lorsque £ — ©, on obtient pour la deuxième 
intégrale 


1 f _ 9; | | 
| | f (p) ept dp _ (e! Re P4+tpy COS (@y, #0) _ el et Re py+tpg COS Gp). 
Ai . P 

Tr: 


S'agissant de la troisième intégrale, sa majoration implique des 
raisonnements plus subtils. On remarquera pour l'instant que 


= 2 
LS ID ape Leren À en orep, ag 
VE 0 
<paQe "PAYER = Q(e PRtPR), (8.9) 
Donc, lorsque { — © on a la majoration générique 


1 
2Jti 


| f (p) ePt dp = 0 (e! (Re Pr TOR), (8.10) 
cc. P 

PR 
où px peut être choisi aussi petit que l’on veut. D'où il suit que 
la décomposition asymptotique de f(t) est définie par les intégra- 


les — | T@L opt dp dont la partie réelle Re p, est la plus 
PR 
grande. Pour cette raison voyons plus en détail les intégrales 
À [ J(P) pt 
+ | LCL er dp. Posons pcos & = — 0, de sorte que 6, > 0. Lors- 
C 
Do 
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que £—>co, (8.8) et (8.9) entraînent 


ePot | f (p) pt 2 e7 Po 
2Tti e” dap— 2 


À . | RL opt dp+O(e-St), (8.11) 
Po VPo 
Soit Po < lo. Dans ce cas, à l’intérieur et sur le cercle Yo, On aura 


le développement (cf. condition 4) 
O0 N-1 


Le . À À 
— D &(p— pd = D cv(p — Po) *+(Pp—po) ” Rp), 
v—=0 v=0 


O0 


et la fonction Ry(p)}= D c,(P— po) 
v=N 
<p9. Donc, il existe un Q1 tel que [Rx (p}I<Q:1, |P— Pol Po. 


he. : 
Ÿ N est bornée sur |p— pol 


De toute évidence, on a 
N-1 


e Pol f(p) pt3. on k, pt 
Ai . P e” dp — > Cv 9 Ti | (P — Po) 1e dp + 
Vo v=0 VDo 
e7 Pot x pt 
+5 | @—p0 * Ry(p)e"'dp. (8.12) 
VO 


Majorons les intégrales 
— Pot À 
—— | (p— po) “e?t dp lorsque t + co. 
VPo 
Faisons le changement p — p, — ze%. Le cercle y, (fig. 34, a) 


du plan (p) se transforme en le cercle Vos (fig. 34, b) du plan (2) 


de même rayon p, mais de centre à l’origine des coordonnées du 
plan (2). Quant à la coupure, elle passera par la partie positive 
de l’axe réel du plan (z). En effet, puisque arg (p — p,) est tel que 


Go — 27 << arg (P — Po) < Lo; 
il est évident que arg z = arg (p — p,)e-* variera dans les limites 
—In << 'arg z << ÛÙ 
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et 
| À — 
me | (P— Po) ‘Pt Pet dp= L | pue tvetr ia dr, (8.13) 


VOo vo. 


Considérons maintenant le contour 7, formé du cercle Ve, 


des deux bords de la coupure joignant le point (0, 0) au point (po, 0) 
et du cercle c, de rayon petit e > 0 et centré en l’origine des coor- 


l 


ÿ 
YPo 


| 
KEY | 
Fig. 39 
données (fig. 39). La fonction z'vetze% Le possédant pas de points 


singuliers à l'intérieur du contour 7,, il vient 


{ 
2 Ti 


| g'vetre% qz — 


* 
VO 


— | gets 

2Hi . 

lpo 

où l', est le contour de la figure 36. Supposons que 4,410. 


À 


L'intégrale \z vetze"% z tend vers zéro avec €. En effet, posant 


C 


e € r < 
— get, —9n< p<O0, il vient de toute évidence 


0 
| | zvptzet%o dr|<ev+! | ete cos (Go+®) dp << 


— 


E 


LInetevt! — 0 Ilorsque e +0, 


donc 
1 : 1 Po 
1 d | 
2Ti | pret di 2ni | rvetre"% dr + 
“+ 0 
Yo 
0 —9nin Po 
{ | A. —2mix y ia — € Vi À roi 
, L tre Xo d _ velre °d Ô 44 
r ve Ve Fr — - r ve | Éee : 
bis 2Tti “ oi ( ) 
Po 0 
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O0 
_—— À 
Comme cosæy<<0, l'intégrale | r'vetre"® dr est convergente et 
0 


00 Do 00 
rMvetreiäo y — | rvetreito 7 + | rhvgtreido gr 
0 0 Po 


O0 


OO 
Posons tei%o— eñtty, il vient Rew = 0 et | rhvetretäo Jr — | rve- Ur dr. 


Ô 0 
Si w est réel et positif, en faisant le changement de variables 


wr — Ë, dr=#, on trouve 
es 2 A, _# dE ps 
Freurar F (ES LE Paca Tout 
75 h,+1 À, +1 
0 0 né 0 LA 
En vertu du principe de prolongement analytique, l'égalité 
| rve-UT dr — JE + Ày) 
ti 
0 1Ù 


est valable pour les valeurs complexes de w pourvu que l’inté- 


Fig. 36 


OO 


—V0Tr 


grale re 


CS 


existe et de plus — + <ANEWw<—, donc 


À 


r vetre%o dr — L (1 + Àv) _ EL h) 


féei(oro— 0) IF = p14 y (oo 7) (1H) 


(AE ES 8 


et 


0 


Or © 


O0 
k treia C(i A) à treit 
voire ES NV = tre°"0 + 
nue ar 14+A,, i(@o-Tt) (14+2,,) LS ar. 
t Vb Ÿ 0 
0 
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Compte tenu de (8.14) et (8.13), il vient 


sd 7 pi) Pt . DUAL ïe 1%ot1+À D 'A—eT y) : 
AT ni The i(Go— 7) (1+A,,) 


YPo 
—2TiA, iapti+A.) % 
= V V À 
_(1—e )e | r'vetree ar. (8.15) 
2Tti 
Po 
La dernière égalité peut être simplifiée à l’aide de la formule 


T'(2)T(—z)=——, Il vient 


SID JZ 


{ in MAT (1HA, 
PRIE) = — TETE UT NE, 


Tous calculs faits dans le premier terme du second membre de (8.15), 
on obtient 


Pol T'(AHA,) sin ñÀ 
ta 
OT - | (p — po) "ed = TH, = — 
Vo A TT 
—2niA., iGo(i+A.) © | 
__(Î—e — V [ rhvetreito dr, 
Po 
d’où 
CRAN pt (| 
er | (p— po) *’e°! dp= — D 
Yoo l VU (— À) 


1 -2nik,, © | 
. + _ | r'vetre%e Jr. (8.16) 


Po 


Désormais on peut se passer de la condition À, + 1 = 0. En effet, 
l'égalité (8.16) obtenue sous la condition À, + 1 > 0 est, d’après 
le principe de prolongement, valable pour toutes les valeurs de 4, 
telles qu’existent les premier et second membres de (8.16). En parti- 
culier, pour toutes les valeurs réelles de À,. D'après la formule (8.16), 
pour étudier le comportement de l'intégrale 


e7 Pot 


| Po) ‘ee? dp lorsque t—+ oo, 
VOo 


il faut majorer l'intégrale 
OO 
ne id 
r'veire °° dr, 
Po 
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On a de toute évidence 


O0 O0 
x io 
| | rwetre% Gr < | nv | etre %o | dr — 
Do 0 


. ï to COS Xp © de 
= | r'verTCSdr<e À jrvez dr, 
Po Do 
OT Pop COS Xp — —0Op, Op >> 0. Donc, lorsque { — co, 
es Oot 
| hv etret%o dr = 0 (e Er (8.17) 
Po 
Et de (8.16) et (8.17) il vient, lorsque £— co, 
e7 Pot t à | _ Got 
Sr | (@—p) *e? RP ES 


YPo Da 
Pour obtenir le développement asymptotique de l'intégrale 
(cf. (8.12)) 


Pr f (P) pt 
— | 0 eP" dp, 


2Tti 
Po 
lorsque £ — co, il faut étudier le comportement de l'intégrale 
e7 Pot 


a | (p— po) * Rx (p) e* dp. 


VOo 


Supposons que À est choisi si grand que À, + 1 > 0. En procédant, 
comme précédemment, on obtient 


— Pot 
Lis | (p— pe) * Rx (p) e°! dp = 
YPo 
— _— | PNR y (po zeito) etre 000 tel FAN) gr = 
Ypo 
= _—. | ÎNR, (po + ei) en Qt 
los 
io + A4) 00 


P 
— —— | | r'Netre op, (p + re) dr + 
0 


0 
+ | rNeT TN trop (po + reito- 21) dr |. 
Po 
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Comme |R,(p)}|<@Q1, |P—pol Po, il vient 


e7 Pot 


on [(p— po) "Rx (p) et dp|< 


Ve 
Po 0 
+ | MN otr COS & dr C6 | FAN otr COS &o dr — 
JT IT 
0 0 
Es 1o 
il [Mn etr cos &o gr — Qi (1+An) EEE 1 
= — } er 0 dr = 2 — O0 (e )=0 DENT TE 
Le ÿ (—t cos a | Anti | 
Donc, lorsque {+ ©, on a 
e7 Pot 
| (p— po)" Rx (p) ef dp = 0 (sr). (6419 
Y9o 
Compte tenu de (8.12), (8.18) et (8.19), il vient 
is N-1 
e7 Pot [ f(P) pt Cv 
_—  dp= D 5 ——+0|-——) ; 
2Ti ) P _ Dpt Ne | 
et, par conséquent, 
ini N-1 
MAI Cv : 
Be) dpt G D Re SE 
Co V—0 À 


En déduisant la formule (8.20) nous n'avons nulle part utilisé 
la condition que la partie réelle des points singuliers po était la plus 
grande. La formule (8.20) est donc valable pour toute intégrale 


1 f (p) pt 
2Tti | p e7 ap, 
Chy 


et de (8.7) il suit immédiatement que le développement asymp- 
totique de f(t) lorsque t—o est donné par les intégrales 


_ | LP er: dp, où la partie réelle des points p, est la plus grande. 


C 


Do 
En sommant sur tous les points pos, on obtient 


| L 
Or D {2 eP' dp 


Po CO 
où compte tenu de (8.20) 


Exemple. Trouver le développement asymptotique de la fonction 
t 


f (t—erat | CE ŒE, a >0, 
0 


lorsque { —+ ©. Pour trouver l’image opérationnelle de cette fonction on remar- 


quera que 
u_ TA) et eat — P 


4 | 
ph p—+a 


On a donc l'égalité 


t 
lATu)r __d ou 2 
ph(p+a) 


0 


t 
at etÉEU dé — ['(1+u) = f( ). 
| ph(p+a) 


f (p) l'(1+u) 


Il est évident que la fonction = 

: Po p'"(p+a) 
guliers: un pôle, p——a, et un point de ramification, p —0. Comme a > 0, 
p =p,—0 sera le point singulier de plus grande partie réelle. Le développement 


de LE) 
P 


possède deux points sin- 


au voisinage de ce point sera visiblement 


OO 


FG) _TAHu) 1 TH) 1 4 _ TA+WC—DRPÉUITE 
1 EE 1 HE ° 
P p'th p+a p'th a +2 ah+1 
! —)\À 
Donc, ÀÂg—=#k—1—1u, Re eee Po—=0; et 
aR+1 
= rU+) 1 
— p” t aË M | A A — 22 ———————— — 
DO le Sd 2 (D ak#ig8-h TA+u—k) 
0 R=0 
_ re BUT... (u—k +1) 
2, : aktigh—W 
k= 


3. Limites. Un problème important du calcul opérationnel est 
l'étude des propriétés de la fonction f (t), t € [0, œ[ au moyen de son 


image opérationnelle f (p). On établira ici un lien entre le comporte- 
ment de la fonction et celui de son image opérationnelle au voisi- 
nage des points 0 et co. 


Soitf (ES et f(p) = p | f(t)e-Pt dt son image opérationnelle. 
0 


On a les théorèmes suivants. 
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Théorème 2. Si éviste lim f(t), alors existe lim f(0) et 
L+0 G — 00 


lim f(é)= limf(o). 


t+0 G —+ 00 


Théorème 3. Si existe lim f(#), alors existe lim f(o) et 
L — 00 C—++0 


lim f(9= lim f(0). 


Lt + 00 O—>+0 
Démonstration des théorèmes 2 et 3. Par 


hypothèse, existe un 6, > 0 tel que l’intégrale p \16 et dt — 
0 


— f(p) est absolument convergente pour tous les 6209, P 


— 6 + it. Supposons qu'existe Lane f () = f(+ 0) et Re p — 
= 620; se per un € > 0° et ‘soit Ô > 0 tel que [f(£) — 
—f(L0)|< — lorsque OS. Etudions la différence 


OO 


c | f(e-stdi—$(+0=0 | fÈ—1(+0Ne-cta= 
0 


O0 


Ô 
= 6 | 1(—f(+0)e-st dt +0 | [F0 —F(+O0erct di = 
0 


Ô 
Ô 00 
= 0 | 1f()—f(+0)e- st dt +oe-80 | If (E+ 8) —f(+0)1e- dE 
0 0 


La convergence absolue de la dernière intégrale entraîne que lorsque 
G — oo l'intégrale 


| HE+8)—f (+0) ct dé 
Q 


est bornée et de plus lim oe-ôs — 0, donc à Ô > 0 fixe on peut 


toujours exhiber un NV tel que pour tous les o > N l’on ait 
Joe 06 | [HE 8)— (+ 0er dE] < + 
0 
Pour tous les o > NV on aura alors 


ô 
| f(te- "ai (+0 f<e (+ ne. t dt + — < €. WH 


Se 8 
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La démonstration du théorème 3 se fait par ER Par hypo- 
thèse, il existe un V tel que | f (é) — f(+ oo) | < + — pour tous les 
t> N. L'égalité 


O0 


N 
f(E)e- ot dt—f (+ 00) = 0 | [f()—f (+ o)] est dé + 
0 


+0 [IF —f(Ho0)le-ct dt 
N 


entraîne 


00 N 


Lo Tife-#—j(+ oo) dt] <o | |f(0—f(+ 00) 14 + 
0 


0 


00 N 
+o | Le-stdi<o | |f(— (+00) |dt+<. 
N 0 


Choisissons 8 >= 0 tellement petit que pour tous les 6 € 10, 6] l’on 
ait 
N 
G | 1F()— (+00) | dt < +. 
0 
On obtient alors 


Lo | f(t)e-5t dt — f (oo) rte pour 6€]0, 6]. 1 
0 


Sachant l’image opérationnelle f (p) de la fonction f (t), on peut, 
à l’aide des théorèmes { et 2, calculer nn ft) =f(+0) et 


Fi f (t) = f (+ oo) si bien sûr ces nie nina à priori. 


La réciproque n’est pas vraie, i.e. l'existence de lim f(0) 
G —> 00 


et limf(o) n’entraîne pas généralement celle de lim f (#) et lim f (t). 
G—+0 10 L—+ + o0 


1 
CE 
En effet, soit f (£) — . Il est évident que f(+-0) n’existe 
pas. Par ailleurs f(p)}=V pe-VPcosV/p. Donc, . f(o)= 0. 
Autre exemple. Posons f(t)—=sint. On ae que f (+ 00) 


P 
- et lim ne 
PCR lim (0 ) = 


Enonçons sans le démontrer le théorème suivant. 


n'existe pas. Mais f (p) — 
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Théorème 4. Si une fonction f (t) est minorée, i.e. existent un 
nombre positif c tel que f (ti) + c > 0 pour tous les t>0 et l’une 
des limites 


T 
lim Tr | f(#) dt ou lim of (0), 


alors existe l’autre limite et 
T 
lim | f{t)dt= lim of(0). 
T + 00 0 G—+ +0 


Un théorème équivalent vaut pour le cas où 7 — 0 et & —- . 
Le théorème 4 dérive de la théorie générale des théorèmes taubé- 
riens [23]. 


$ 9. Calcul opérationnel pour fonctions à argument entier 


1. Fonctions à argument entier. Dans ce paragraphe on étudiera 
des fonctions à argument entier prenant des valeurs entières posi- 
tives y compris zéro. Pour appliquer la théorie du calcul opération- 
nel à de telles fonctions, il est nécessaire de les prolonger à toute 
la section [0, œl. Il existe plusieurs méthodes de prolongement. 
Pour notre part nous ferons appel à la fonction [é] *), i.e. la partie 
entière de £. Cette fonction est très importante en théorie des nom- 
bres. 


A toute fonction f(k), #4 = 0, 1, 2, ... associons la fonction 
f ([t]) définie sur la section [0, œ[. De toute évidence, f ([é]) — 
= f (4), k = 0,1,2,... pour 4<i< k + 1. Si le graphe de la 


fonction f (4) est de la forme représentée sur la figure 37, celui de Ia 
fonction f ([t]) sera de la forme représentée sur la figure 38. La fonc- 
tion f ([é]) est en escalier et égale à f (k) pour 4k&t< k + 1, k — 
= 0, 1,2, ... À toute fonction co). t E [0, col on peut faire cor- 
respondre une fonction en escalier œ ([t]). Les graphes de ces fonctions 
sont données sur les figures 39. Dans la suite on écrira simplement 
f (t] et op lé]. De telles fonctions définissent des fonctions à valeurs 
entières f (4) et æ (4). Ces fonctions sont souvent données sous forme 
d’une suite @p, y, Go, . . ., . |. On écrit alors f [té] = an. 

En théorie des nombres il existe d'intéressantes fonctions à va- 
leurs entières, définies pour tout nombre positif entier. Il s’agit de 

1) tT(n), le nombre de diviseurs de n. Ainsi * (3) = 2; t (19) = 4, 
T (720) = 30; 

2) s(n), la somme des diviseurs de n; s (3) = 4; s (15) — 24, 
s (720) = 2418 ; 

3)  (n), la fonction de Môbius; u (1) = 1, u (n) = 0 si n est 
divisible par le carré d'un nombre différent de l'unité, et a (n) — 


*) [é] est le plus grand entier non supérieur à £. 
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— (—1Ÿ dans le cas contraire. 4 désigne le nombre de diviseurs 

primaires de n. Par exemple, u (2) = —1, u (4) = 0, u (5) = —1, 

u (10) = 1, etc. On démontre que la somme > u (d) étendue à tous 
d/n 


r(k) 


Fig. 39 
les diviseurs d de n est nulle si nr > 1 et égale à l'unité si n — {. 
Donc, > m(d)d=0si n>1. Par exemple, Du (d) = u (1) + 
d/T0 


d/n 
+ u (2) + u (5) + u (10) = 1 — 14 —1+1—0;: 
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4) @ (n) la quantité de nombres inférieurs à n et simples avec n. 


Trouvons l’image opérationnelle de f [ét]. Compte tenu des pro- 
priétés de l'opérateur e-*P — n (t; k) on déduit 


[ 0, Si ik, 
D 1, si kSt<k+1, 
UO, si k+1<t, 
on a donc 
ftél= D f(k)(e*P— ep), 
k=0 
ou 


fl=(—e?) L fer. (9.1) 


La série (9.1) est toujours convergente au sens opérationnel. Si p 
est un nombre complexe, au lieu de (9.1), on aura 


00 00 R+1 
\iuertdi= > p | fera 
0 k—0 kR 
O0 R+1 00 
= D pit) | eridi= 5, j(R)(e re Tr) = 


k=0 


k 
(er) D Her 2 7 Gp) M 


flél=f(p}=(t—e?) À f(k}e}r. 


k 


AE 


Pour assurer la convergence de la série (9.2), il faut imposer à la 
fonction f (4) des conditions supplémentaires. Il suffit par exemple 


de supposer que 
| f (4) I Qev?, (9.5) 


Q et y étant des nombres constants pour la fonction donnée f (4). 
2. Opérateur des différences progressives V et ses applications. 
Introduisons la notation 


1 —e-P = ss. (9.4) 

L'égalité sf Lt] — f [é] — e-Pf [té] entraîne (cf. (5.73)): 
flé]—f[t —1] pour :21, 

s111= | f (0) pour 4€ [0, él. 


*) On n introduit pas ici de notation spéciale pour désigner la transforma- 
tion de Laplace-Carson pour les fonctions en escalier. 
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(9.5) 


On supposera que f (k) est définie au point 4 = —1. Si f(—1) = 0, 
l'égalité (9.9) s'écrit 


sf Lé] = flél — flé — 1], f(—1) = 0. (9.6) 
La formule (9.1) peut se mettre sous la forme 
fes À 100675 (p) (9.7) 
supposons que 
gt=s L ee —8 (p) 


— > ? : 
alors en désignant par s7! l'opérateur — inverse de s, on aura 


sf (p) =s 2 f( al g (m) e TP — 
—s Der } f(k)g(m). 
n—=0 R+m=—n 


Comparant cette égalité avec (9.7) on déduit 


. [t] 
s"1f(p)g(p}= à FR) g (m)= 2 f(1—A) & (h), 


k+m=—{t] 
OU 
[é] [t] 


f(p)g(r)=s 2 (1 — 4) g(k)=Ss à f(k) g (LH —#). (9.8) 


La formule (9.8) sert au calcul du produit de fonctions d’un argu- 
ment entier 


[t] 


FX gts 2 f(E1—4) 8 (4) (9.9) 
De (9.7) il vient 
s"tflt}= > fe P= 2 j(h), 
k—0 R<t 
Oil 
[t] 
stfrl= 2 f( (9.10) 


Donc, l'opérateur s”1 désigne la sommation. En particulier, lorsque 
f lil = 1 il résulte de (9.10) 


= jt + 1]. 
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Calculons l'opérateur #4 Considérons à cet effet les puissances 
factorielles 


Ko A, —i(t+1)(+2)... (É+k—1). (9.11) 
Calculons s [té], Comme #® — 0 pour é = —1 et n> 2, il vient 
e (9.6) pour n > 1 
s el = [5] Le — 110 = [il (él + 1) (él + 2) . .. 
. (él +n — 1) — {fi — 1] (fé — 1] + 1) ( — 11 + 2) ... 
.(é—1]+n — 1) = {] (il +1)... (él + nr — 1) — 
— ([é] — 1) Cl (+ 1)... (él + n — 2) = [ei] (él + 1) ... 
, (él + n — 2) {él + n — 1 — [i] + 1} — n [410 ; 
s [él = n [ému (9.12) 
Une application successive de cette formule donne 
SE = n fé]. 
La dernière formule a été déduite sous l'hypothèse que n > 1. 
Elle est valable visiblement pour n — 1. Compte tenu de 


e D e D? 


Hs 2 D 7 pr Mur ; 


on obtient 
? 
ou 
sante rs: 
d’où 
e? [4] 
sn nl ‘? 


ou, enfin (cf. (9.73)) 
1 eP [1](0) __. ePeP [+ 1100 


sn nl n | Ù 


1 _ WA _ U+A+21... ll (9.43) 
n | n . ; 


sn 


De (9.13) et (9.9), il vient 


ICE > HIHI } (2), (0.14) 
où 
1 £ [ét K]m 
fe D ET; (9.15) 
kR—=0 
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Au premier membre on a une (n + 1)-uple somme. Exprimons-la en 
fonction d'une somme simple: 

[t] k2 ki [t] fé A — em 

>.  » » > DE = D f (E). 


R,—=0 Ri—=0 k=—0 R—0 


La formule (9.13) donne 


O0 


3 ()-3 te, 


OÙ 
s  <n An([]+1) (#42) … (él) 
D (9.16) 
n—=0 


Pour déterminer le domaine de convergence de la série factoriel- 
le (9.16), on remarquera que 


(C]+ 1) (E:]+ 2) . (tn l'(n+1-+1]) 
1.2.3 TH) T({]+D 
Où L' (z + 1) — zl' (z) est la fonction gamma. Considérons la formule 
asymptotique de [(x) pour les grands x 


4 
= V2n x Ze* (1 +&), 
où & —+0 lorsque z — 0 *). Pour les grands nr, on aura alors 


T(n+i+fi)) _ (n+1+fr)) a er CHAUD A+e) 
D O(nm<+4i) 
(R+4) ++ een) v 


= (14-56) (1450) ne tn (4 Le) 


Or lorsque n —- co, 


(1 Tr. [I de) — elil et ( 


1 


fé] \ 2 
Pr] +1, 


donc 
l'(RHAHT])) [t] L 
— as) = (@+1+[)" ({+e)= 
= (+0 (t + a+ €), 


*) Plus exactement e— 0 (+) lorsque x — co. 
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ou 
A ÎLTé 
EL (0 + D (14e) (9.17) 
D'où l’on conclut que la série (9.16) sera convergente pour | À | < 1. 
En vertu de (9.17) on aura, en effet, 
Anfi+ 110 


n | 


LQ(n + 1,51] AL 


où © est un nombre. Mais la série p2 [A |" (n + 1)* est convergente 
=0 


pour tous les À lorsque | À | < 1. Il est aisé de vérifier que pour 
[Al<1 


he 1 2 | 
D (Ki +1) +2 )...([t]+n) 42) CI+4) 


n—=0 

donc 
CE -[i+1] 

En dérivant (9.18) par rapport à À, on trouve 

$ (+1) é +111). CHU) ANT AT* 

(s—A)h+I EE —— 
ou 
t+ 1]... .féLr : 
Fram ELA — - [é + 1] . [ A (1 — à) Fine [Al < 1. (9.19) 


Remarque. La condition | À | < 1 n’est pas essentielle, 
dans la suite on la remplacera par À + 1 (cf. (9.24)). Si l'on fait 
appel à l’image opérationnelle de la fonction elil, on peut obtenir 
des formules qui dans nombre de cas seront plus commodes que (9.18) 
et (9.19). De (9.7) il vient 


1 —e 7? 
At] — (4 — -hjR — 
ext] — (1 e"? > e=(P—A) Fe on 
ou 
eMt] — + : (9.20) 
En dérivant par rapport à À, on obtient 
à 
A[t] — _(eP—1)e" acte 1) — = 
[tle PE ou féle PAREUTÉ 
Par analogie on a 
. k\(eP—1) 
= _ TNA EE) RO Sn 
[é] (Lé] — 1)... (1 —k +10) Petri 


202 


oUÙ 


(ep— eh )h+1 


On utilisera les formules (9.20) et (9.21) pour résoudre des équations 
aux différences. 

Soit f (t) une fonction définie pour tous les £{. L'expression f (£) — 
— f (£ — 1) s'appelle différence progressive du premier ordre. On notera 
cette opération par le symbole V : 


Vf (&) = f lé] — f lé — 11. 
La différence V"f [él est donnée par l'égalité 
Vi Li] = V (V"1f lp. 
Ainsi, 
V?f Le] = fl] — fé — 1] — {flt — 1] — fé — 21 — 
fil = 2fl ti Eté 02] 
Vèf Le] = f lé] — 3f Lé — 11 + 3f [6 — 2] — fé — 3], 


En raisonnant par récurrence on démontre sans peine que 


VS (= fr nf te 14 OT 9. + (1) fn): 
V'ft= D (1) (5) fé —41. (9.22) 
k—0 


Etablissons les formules qui expriment V"f [él en fonction de s. 
Lorsque f (—1) = 0, on a (cf. (9.6)) 
sf Lél = f [él — f [té — 1] =V} (il. 
Donc, dans le cas général 


s (fLél — fI—1]) = Vf ll. (9.23) 


On peut se servir de cette équation pour généraliser les formules (9.18) 
et (9.19) à tous les À =£ 1, i.e. lever la condition | À | 1. Posons 


flél = (4 — À) 7411 4 dans (9.23). De toute évidence, f (—1)—0, 
donc 


s[(— A) FT 4 y A ET 4 

= (= EU 4) 

—(1—2) (4 —A) TT, 

ou 

SAN == Et REA). 
où encore 

(s—2)(d—2) + 
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5 =({1—2) 161. (9.24) 
Soit f[t]—=(1—e?) : f(k)e*P = f(p). Exprimons l’image opé- 


rationnelle des buttons fltA] et f(t+n] par l'intermédiaire de 
f(p)}, où À est un nombre réel positif et n un entier positif. 


On a fléM=f(#, pour 4€[ +, SES]. Donc (cf. (9.7), 


ph : p(k+1) 


Ç », e ph 
M Ÿ fe à —e À )=(—e À) D'fe 7, 


OUùU 
fuu=f (+). (9.25) 
De (9.1), il vient 
flt+n]=(1—er ) 2 1 (k+n)ePÀ—(1—e"?) pi f(v)e-rtv-n) = 
CO n— 1 
ui Cote 010 pe St ol 
n— 1 
= (nf (p}—(1—e?) 2 f(v)em-vr}, 
1.e. 
L n—1 
flénl=e?f(p—(1—e7) 2 f(v)em-"r. (9.26) 


Exhibons quelques formules opérationnelles faisant intervenir 
l'opérateur s. Comme s = 1 — eP, ji.e. eP — 1 — s on tire de (9.1) 


5 2 (1—s)" f (k). (9.27) 
Posons f@= 2, on à 
UT > JC PE ME secs, 
k=0 
d’où 
— ha [1] 
se=sh = € À (9.28) 


[é] ! 
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Multipliant la dernière égalité par f (À) et intégrant entre 0 et co, 
on obtient 


CO 


f(s)—s | e-shf (À) = | e=ANtIf(à)dh. (9.29) 
0 0 
Cette formule est valable si l’intégrale du second membre existe. 
Elle peut être utilisée pour la déduction de formules opérationnelles 
contenant l’opérateur s. En effet, on reconnaît au premier membre 
l'expression de la transformée de Laplace-Carson pour laquelle 
existe d'importantes tables d’intégrales. 


Posons f (À) — À'e-uà dans (9.29). Il vient 


CO O0 


s | e=(s+WAAY dà — n | e-(1+mAan TETE V ah, u>—1, 
è 0 
où 
ÉNCES EN CES NT 
(s+p)"+1 nn [t] (1 Lp)E+Vv+1 9 LL Z À: 
où encore 


s D ([]+v+1) 


PARC «A 1, (9.30 
en re t) dpi 7 Fr 


En particulier, de (9.30) il vient pour u —= 0 et v — n— + 


1 e (i+n—5+1) 


n-— ir (r—5+1) 


OT 
D{i+n—s+1)=((+n—5)T(iitn+s) = 

= (rent) (mers) (nrt}r(n+#), 
donc 


MC RCE. 


: 


Posant f(À)= ZL, (t) — (1 —. ) où L,(t)—est un polynôme de 


Laguerre dans (9.29), il vient s | e-S\L, (À) di — (1——<)"; or 
Û 
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(cf. (9.13) 


1m < vin - vin \{i+1]". 
ee) = à (0 ==> D): 
V= v—=0 
par ailleurs, 
C 1 Laon am nu 
| eAlL, (A) da = [AT EE [Are] dn. 
Ô 0 
Une intégration par parties donne 
| eZ, (A) ah = D (4j (6 — 1) (= n+ 
0 
#4) |A Rte A A = (— 1)7 ft] 52. I RE fé] ! 
0 
Donc, 
pu ANT Ge qu f) EAP (1 (4). (M—n+#) 
ms) à 2-1 (,) VE n | 
(9.32) 
d’où 
4 \n 
oo ju (1——) o0 
” (— 1) fi] 1)... (ln 1) AN 
RE a: VÉNUS RER de 
n=0 n—=0 
: (— 1) [4] (]— 1)... (fl—n+1) à 
—1)7 —"T} ss: — nn n 
Ne RS EE 
n= 0 
or 
4A\n 
on (1——) 
S À 1— — 
» n | _ | , 
n—=0 
par conséquent 
À 
e —= eh Lis (À). (9.33) 


À HU À+u 
Compte tenu de (9.8), l'égalité e Se S$—e S entraîne 


[t] 
el +ulLrs (À + L) nt à eh Len (À) ehL (u), 


ou, puisque l'opérateur _ désigne la sommation (cf. (9.10)) 


[t] [é] 
2 Li (+) “2 Lx (À) La (u). (9.34) 
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L'égalité (9.33) peut à son tour servir à déduire de nouvelles 
formules. Par exemple, de (9.33) il vient 


| re e Lis CE 
Or 
fer vreeVer(S) VE 


Pour n — 0, il vient de (9.31) 


— _1:3.5...(2{4]—1) 
Es 1.2.3 ..,[é]- 20 


+ 


donc 


à dÀ 4-3.5...(2!{t1—1 ms 
| PL ee A CAL EPS 
( 


V°à [] ! 2E5] 
_.— 
Etablissons une nouvelle formule. Posons f (À) =e ge dans 
(9.29), on obtient 
Hit re . Pan Ter 
= 
] À [é] J 
On sait que 
Re [i] L 
Le AMI ER (2 VE), 
i 
donc 
(t] 
” 2 Kr1(2VE 
sK,(2V sË) — Ag CVO (9.35) 


DE 
Si dans l'intégrale 


| K(aV RFA) (+2) int dt 
0 


= 2la-1i-ugt+u-vT (A Lu) Kyn1 (a2), 

Reu>œ —1, a>x0, 
on fait le changement de variables #7? + z? — Ë, 2idt — dË, l’on 
pose 2? — À, a —2V «, et l’on tienne compte de l'égalité K, (z) — 
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— K_,(z2), on obtient 
ES 


(2 V GE) ET (E— 2)" — 


1+h 


Tr = 
=(—) 2 Krups (2VA@)T (1+u). (9.36) 
De (9.35), l’on déduit 


. es 1 a 
s | A (2VS#)E—A)" ET | Kw (2VE)ES GA" dE 
À À 
De (9.36) il vient 
| 1+n 
2 —— 
F(A+u)s (=) 7 Kim(2Vas)= 
[t] 1+u 
à 2 À 2 _ 
= |, (—-) Kintu+1(2VA)T (+), 
d’où 
[#] 
= A 2 = 
——— Kyru (2 VAS) = Krnsiiu(2 VX). (9.37) 
2 
De toute évidence cette formule s’identifie à (9.35) pour u = —1. 
En particulier, si u — Re dans (9.37), on obtient 
[t] 
Ki (2 Vas )= 47 1e 1 (VX), 
Ent | Rs 
or 
…L TH - T'(in+i+Kx) { 
PME De à kIT(nHI—%) (22%? 
donc 
e . L'([]+1+%) Î 
Verve ei À ET in Gi 
[il 
ou en posant 2VA=E, on a Vi=<, = À 2 — — Elo ET et 


vies a &S T'(é]+1+4) 1 
de él! a ren 2hER 
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ou 


5 — (]+T+ A) S-(tt+h)ettt1-2#) 
Fresnes _. 3 ET TEE É | (260) 


En intégrant cette égalité sur ë entre 0 et o, on obtient 
[t] 


._: D (é]+ 1 +) 
TT D ne 


Si l’on multiplie (9.38) par e 6 et qu'on intègre sur Ë, on obtient 


Vs [ eV) GE — 
0 


[t] ” 
_ Dé) 270 [t1-R 
=D rare | CHEN dE, 
k=0 ù 
OL 
VE LS rate Erin 
VSHA À (RIT (HR) AH DUITITR 
ou bien 
= [é] 
Vs Dix) 2H 
ou encore 
Vs EL À EL ss ne 
Vs+a 1, À 2 D ve 
Vr 


Mais de (9.30), il vient 


4 rit)  (a+r) (+51). (24) 


v/2 mir(341) 0e [é] ! j 
,__U+z)(+7). (45) 
SE CLS 
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Donc, lorsque [À] <<1, on a 
D (1 (1+5)(2+5).. (+5) 
v=0 


v (2-4 v) (222). (21) 
EE A 


] 
[A 8 


< 
| 
© 


ft] 
L (fé ++.) 1 

Le tl—-Rk+ 1 hR+rt] 9 

2 k LH RES DRE 


(— 1)" (2+4n) (2:2+n)...(2[tl+n)At— 


11NM8 & 


D 


[2] 
[ ([ = Are: 
k=0 
En substituant m à t dans cette formule, on obtient 


O0 


és m + k) |! { 
D (1) +0 (2.248. (m4 D LED 


k=( k=—0 


Si l’on pose —À — 1 — s, où s — 1 — e?, on obtient 


sŸ (2442240... (m+(i—s= s HDI LE 


k=—0 k=0 
Comparant avec (9.27), il vient 
D HD (9418) (2.2+ 16) ...(2m+(#), (9.41) 


2kk Ism-k 
= ( 


D" 


ou, compte tenu de (9.13), 


: m m—k 
D, DIEU D Len (2240). Om+(D. (0.49 
R—0 


La formule (9.33) peut être établie de façon analogue à partir 
de la fonction génératrice pour les polynômes de Laguerre. On sait 
que (cf. [15]) 

Àz 
1—727 


> | Ca (À) rer: à AE E (9.43) 


— 


Utilisons cette égalité pour généraliser (9.33) aux polynômes 1% (A), 
& >> —1. Dans (9.43), remplaçons z par 1 — s, où s — 1 — e? 
Cf. (9.4)). On aura dans ce cas 


ss _n 4-5 
D LG) (1 = 
R=0 
(ou 
ou À 
s S'e-AL{® (1) (1— 5) — — és. 
R=0 


Une comparaison de la dernière égalité avec la formule (9.27) donne 
immédiatement 


À 
es =e LA (à). (9.44) 


sx 


De façon analogue, on pourrait établir de nombreuses formules 
similaires à (9.44). Compte tenu de 


> P, (cos @) z* — : 


<< — >; 4 
k=0 V/ 1 —2z cos @ + 22 121 << 
et en posant z—1—5s, on obtient 
S 
——————————— — — hp e) | 
V As) 205) 01 r (cos ©) 
ou 
s — Pin (cos O). (9.45) 


V4 (s—2 sin? +) + sin? 6 
De façon analogue, l'égalité 


O0 


; CE z sin O 
2 sin (4©) z _ 1—2zcos 8 +22? [21<1 
k—0 
entraine 
ES — sin O (FI. 
(s—2sint—) + sin? @ 


Or 1—s—eP et, de plus, e? sin O@ [é] — sin @ [ét + 1], ceci 
découle de l’égalité sin @ [ét] = 0 pour 01 << 1 (cf. (6.24)), donc 


se __ sin@{[t+1] 
{2m 2) pane 6 (9.46) 
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De (9.45), (9.46) et (9.9) il vient 


[t] 
in O[t+1 
TL D Prn-1 (cos O) P,4 (cos O). 


R=0 


S'agissant des polynômes de Tchebychev, en se servant de 


1 . nn 1 — 7? 
3 2 Tr (A) 2 — 2(1—2hz+ 2) ? 
n= Î 
comme précédemment, on obtient 
en 7 (dt (9.47) 


2 [(s—(1— A) +1—W] 
On sait que les polynômes de Bernoulli B, (À) sont définis par 


zn 


ÀZz Se 
—— = Ÿ Ph (À) 


ez— À 


|z]<<2n, 


n | ? 
n—=Û0 


Br = B, (0) sont les nombres de Bernoulli. En posant z = 1 —5, 
on obtient 


As = 
s(i—s)e 5 Y Bh (he As}, 


EE — | À n | 
NN — 
d'où 
" 
s(A—s)e À Br) (À) e 
tt (9.48) 
ne utile 

En multipliant (9.48) par se-Hs— il vient 


OL 


s(4—s) e= Q+b)s __< Br (À) phe-h-b 
els — À En > (él —k) Al d 
(0) 


ou 
[t] A 
Bn+u)= > (7%) Br (A) uÀ. (9.49) 
k=0 
Démontrons maintenant quelques propriétés des polynômes de 
Bernoulli. De (9.48), l’on déduit 
B3 (À) ET) CA 
ft] __ s{ ) 
RIT es (9.50) 
x +1 
| Bu) di = 


X 


S (eci+x)(1s) — eX(i—s)) 
els — 1 


HT — sed-9, (9.54) 
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compte tenu de (9.28), il vient 
x 1 
Br (à) dA = xlil, 


ou 
x+1 
B, (à) da = 2°. (9.52) 


La dernière égalité entraîne 
Ba (x + 1) — B, (x) = nr. (9.53) 


On obtient une autre expression pour les polynômes B, (x) 
par PR de (9.90) par rapport à À: 


s (4—s) e}(1—S) | Br] (@) Br Q) 


FE A eu HE 
_ Bis), 
é—1|! 
donc 
Bt (À) = LE] Bai (À), 
ou 
Br(h)=nByr (à), n=1, 2, 3,.... (9.54) 


L’exposé de ce paragraphe pourrait être considéré comme le 
calcul opérationnel pour les fonctions de la forme f [t] = f (lé]). 
On obtiendrait un autre exemple identique en envisageant l’ensem- 
ble des fonctions de la forme f([e‘}), où f (t) est définie quel que soit 
tE [1, œo[. Si l'intégrale de Laplace-Carson existe pour la fonction 
f (e'), on obtient 
œ n + 
p | f(eDe'dt=p p | (D —— = => P 7 (r ) 7 = 
0 


1 


. = 1 1 f(n)—f(n—1) 
— 21 fr) LL pp 
n= n=2 


De façon analogue, la fonction f ve admet l’image opérationnelle 


f (Le) = +> _— (9.55) 
TT SE SUR — 2, 3,4, ... et a = f(1); 
il vient 
[4] 
f()= à ak (9.56) 


—=1 
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et 
Ce] 
a 
f ([e°)) = S # — m2 GR. (9.57) 
n=1 
Les séries (9.57) sont appelées séries de Dirichlet. Si le paramètre p 
est considéré comme un opérateur, la série (9.57) sera toujours con- 
vergente et sa somme, visiblement égale à 
[et] 
a 
D — lp. (9.58) 
n=Î R=1 
La dernière égalité entraîne en particulier 


NA 8 


a 
[e‘]= > 7 =6(Ph (9.59) 
n=1 
où C(p) est la fonction dzéta de Riemann. 
Si l’on pose a, = u (k), où u (4) est la fonction de Môbius, on 
obtient 
[ef] 


= D,u(k)=M (e), 


LES | 


SH (a 
n= 1 


où M(x)—= D) u(k) On sait que lorsque Rep>1, la série 
k— 


à —7, donc 
C(p) | 
Q En) : 
2 
> = D HG) M (e). (9.60) 
n=1i k=—1 
Il est standard par ailleurs [22] que ve Rep=—1,ona 


EP) a lu()l GA 
c (2p) 2 m NEO 2 
donc 
[et] 
= > fu(n)] (9.61) 
n=1 
et 
+ 
n= 1 
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O0 


Soit D(p)}= > “+, il vient (cf. (5.73)) 


D 
n—=1 
Dpe(=S g(t)= > aerhng()= D ang(é—Inn), 
n=1 n=1 In n<t 


D 


où la sommation est étendue à tous les n entiers tels que Inn <t. 
Donc, 
[e!] 
D(p)g()= 2 ang(—Inn). (9.63) 
n= 


Par souci de simplicité, on écrira f le] au lieu de f ([e‘]). 
Soit 


O0 C9 D 
fle]= > _ et gle]= > 
k—1 k—1 
il vient 
fllxkele= > D R= D > To 
k=1 m=i k=1 m=i 
ou 
fl x ele 5 +. (2:68) 
n=]1 
où 
Cn = à and n. (9.65) 
k/n k 


kln signifie que k est un diviseur de n et ÿ, que la sommation est 
kR/n 


étendue à tous les diviseurs de n. 

De (9.64) il suit que l’ensemble des fonctions de la forme j le] 
constitue dans Ÿt un anneau que nous noterons D. De toute évidence, 
toute fonction de D est une fonction en escalier qui reste constante 
sur les intervalles 


Ink LC net), et 2,9, 2e: 
De (9.59) et (9.64), il vient 


[et] x [= t2(p}= 5 TU), (9.66) 
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pour le produit de # facteurs, on a 


OO 


TX Lx... xt= D HUE (D. (0.67 


n=1 


Ici T, (n) est le nombre de représentations du nombre n par un 

produit de # facteurs (les produits constitués des mêmes facteurs, 

mais disposés dans un ordre différent, sont considérés comme diï- 

férents). On remarquera que tx (1) = 1 pour tous les X. 
Exemples. 1. Montrer que 


Cet]+1 
Len | 8,@4E. (9.68) 
1 
On a (cf. (9.57)) 
00 [et 
Co—n= > = Sn 
n=1 n=1 
Compte tenu de (9.52) il vient 
fe?] n+1 Let]+1 
en) | B@a&= | 8,44 
n=i n Î 


(9.52) entraîne 


Br(e+n= (7) Bat) 


(9.54) entraîne 


k—0 
donc de (9.68) il suit 
r—1 Lel]+tr-1 Cet]+1 
r « r EE je : 
Ztte-n(i)= | > METTEZ | rEr-idE; 
et 
nt 
D 6) (7 }=(etn +1) 1. (9.69) 
k=0 


On aurait d’ailleurs pu déduire cette formule en calculant directement 
1100 


r— 
D _ > ; ) n* et en se servant de la formule (9.55). 
n=j kR=—=0 
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2. Trouver l’image opérationnelle de la fonction {et} ({x} est la partie 


fractionnaire de x). 
De toute évidence, {et} — et — [eël d’où (cf. (9.59)) il vient 


__pP - 
re (p). (9.70) 


3. Trouver l’image opérationnelle de la fonction f{et}?. 
On a 


{et}?== e21— Det [et] [et]? : 


or (ci. (9.69)) de EE GE (7 —1)+1, donc [etP—=£6(p)+2{(p—1)— 
— 2% (p)= 2€ (p—1)— C(p)e 


2 
TE (1) +2 (p— 1) —{ (p), 


p—1 
ou 
2 —1) 
(ee EE (po) (9.74) 
4. Trouver l’image opérationnelle des fonctions [het] et {Aef;. On a 
Lhet}= [er tMA) = p | pet+in ii e-pt dt=p | Lefje "PE À) dE = 
U In À 
00 Q 
= ip | LeSje PS dE + par | Lfle-PÉ = Art (p), si CIO. 11 
0 In À 
Si RER, n+Al, il vient 
{Wa Wa (ue 
> [y] dy | [y] dy y] dy 
P | ce LE = —p | yp+i np yp* 2 | TE 
In à il Î n 
n-1 Àhk+1i La 2 à 
R y y 
nl p | yp+l pr | yp+i 
h—1 kR n 


e calcul des intégrales donne 


À En n ; n j 
" [yldy _ k Co n nr L 
p | y mb pe pe AD = » à M 


[het]= APE (p), si AGO, 1[; 
nm, 
[het] APE (p}—Xr HN, siÀ21. (9.72) 
R=—1 


On obtient visiblement l'égalité 


_—, (9.73) 


À p 

À CE l 1 — 

Qher}= het — [het]= — : 
k=1 
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qui peut encore s’écrire 
À a 1 
2 DES LE Ni 
Get} = + +7 (DS > c (P)). (9.74) 
R=—1 


5. Trouver l’image opérationnelle de la fonction M (ket). On a 


co j 
M (het) e-pt dt = XPp | Ne \Pp | AUS 
1 Î 


P yP+1 


De) 9 


À El anse | M (y) 

P : y) dy ; y 

= )) | —_————— — }? | —— dy; 
C(p) yp+i d / 


le calcul des intégrales donne 


co [A] 
| À? M (&) 
M (het) ep dt -——— — 7}? —— + M (À); 
?| (Aeï) e e > — (4) 


EU) AH 
donc 
1 _ M (&) 
M (het)= NP 2 > — }+M (A). (9.75) 
Soit maintenant la fonction 
D(A)= D ap, k=1, 2, ...; D(A)=0 pour À—1, (9.76) 
R<A 
de façon analogue, on obtiendrait 
co [2] 
a a 
D (Aet)= AP ( NY )+00, LEO, vof. (9.77) 
k=—1 k=—1 


Une autre méthode de démonstration consiste à vérifier directement l’éga 
lité 


00 [A] 
r ŒR ak ! 
AP (het) = > UE S + + APE (A). (9.78) 
kR=1 R=1 
D'un côté on a 
=. 0 si t<InÀ 
= t\ — pinÀ IN == L 
À PO (het)— e D (ket) Pr Ra. 
De l’autre, 
oo [a] [A] 
a a a 
SR D + D(A)= D (et) +A-PD (À) — + 
k=1 k=1 k=1 
or 
f 9, si t< In, 


À D (À) = e7P In \D (A) = \® (à), si t>InA 
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et 


[A] D'an—ODet), si et<A, ie. [é <InA, 
>" =D + {és 
k=| REA D(A), si et >, ie. t > In, 


ce qui démontre (9.78), et partant (9.77). 
6. Prouver que 


1] 8 


Lu () iS Lu (1. 
k=1 
En supposant que À €]0, 1] dans ré dé 73), on aura 
{Le de (9,79) 
d’où 
2 u (9 x) — € > ru —E@) 2 Le 
kR=1 R=1 R=1 
eu 
_ CET 2 CP). 
Vis Fr) 0 Len: 
ti © 
"2p) = 2 | u (x)|, donc 


[et] 


> ru {5}= DIR OI 


7. Montrer que si @ (n) est le nombre de nombres inférieurs à nr et simples 
avec n, On a 


[x] œ 
Ar let Sie, 
k=1 k—1 
Dans (9.79), posant À — _ multipliant par Ho et sommant on obtient 
2 CRE u (4) __ EG) 
ue RE C(p+1) 


R=—1 
ou (cf. (9.62)) 


k k T° nn? ? 
k=1 = 1 
d'où résulte l'égalité (9.80) et de là l'égalité 
SH à bte: 
NT PU) AU A 
=> HE] 
k=—1 k=—1 
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3. Equations aux différences finies. Dans les équations aux 
différences finies on étudie généralement l'opérateur aux diffé- 
rences 


Af lt] = flé + 11 — j [él]. (9.81) 


L'expression Af [él = f [t + 1] — f[é] s'appelle différence du pre- 
mier ordre, l'expression 
Ale] = A(flé +1] — jh) = fé +2] — 2flé +1) + fl 


différence du second ordre, ou différence seconde. Il est aisé d'établir 
par récurrence que la __ d'ordre n a pour expression 


AY 1] — À (A 1ÿ [4] — > ("| +0 = 


nm 


=D (—1} () flt-n—%#%]. (9.82) 
Rk=0 


On appelle équation aux différences d'ordre n une expression contenant 
la variable inconnue, l’opérateur aux différences et la fonction 
inconnue, ici æx [él], 


F 44], slt, Alt, ..., Ali} = 0. (9.83) 


Une solution de (9.83) est une fonction qui transforme (9.83) en 
identité. 

Si dans l’équation (9.83), on exprime les différences à l’aide des 
valeurs de la fonction inconnue, calculées avec la formule (9.82), 
cette équation ne contiendra plus que x [é], x [t + 1], ..., ælé + nl]. 
Par exemple, l’équation 

x Lt — 2Az (él + x lt] = j [i] 
devient 
x lé + 3] — 3x [é + 2] + x lt + 1] + 2x lé] = jf [él]. 
L'’équation 
Az [é] + 3A%x [té] + 3Azx [ét] + x [4] = f [4] 
s'écrit quant à elle 


x [é + 3] = f [ti]. 


D'une façon générale, une équation aux différences d'ordre n, après 
substitution aux différences de leurs expressions (9.82), s'écrit 


xlt + nl = O {[}, x lé], lé +1], ..., xlt + n — 1]}. (9.84) 


La solution de cette équation dépend des n valeurs initiales x (0), 

x (1), ..., æ (n — 1). Si ces valeurs sont connues, on peut définir 

de proche en proche x [t} pour tout t à partir de l’équation (9.84). 

Par exemple, en posant t = 0, on trouve x (n). Sachant x (1),æx (2), … 
, æ (n), à partir de (9.84), on définit pour é — 1x(n +1), 
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.., æ(n +2), etc. Les conditions initiales de l'équation aux 
différences (9.83) sont données sous la forme de valeurs prises par 
les différences 


(0); Az(0), A0) 2. à AP (0): 


Les équations aux différences linéaires à coefficients constants 
se résolvent facilement par la méthode opérationnelle si sont don- 
nées les conditions initiales. Soient les équations 


an Az Lél + a, AA g [i] +... Ha, Az lt] + ax [él — 
ll, 440: (9.85) 

bzlé+nl+bxclt+n—1]+,.. + bxlé +1] + 
+ box [él = fl, b, 0; (9.86) 


avec les conditions initiales 


20), A0), A0) 22, A7 (0) (9.87) 
pour l’équation (9.85), et les conditions 
x (0), z (1),..., æ(n — 1) (9.88) 


pour l'équation (9.86). 

Résolvons l’équation (9.85) avec les conditions (9.87). Cherchons 
l’image opérationnelle de Ax [té]. De (9.26) il vient pour n = 1 
fté+1]= ef (p)—(1—e7) j (0)e7, 
fé +1]= ef (p)— (er —1) f (0): 

on a f(é)—=f(p); donc 
Af LE = LE 1) — 16) = (67 — 1) j (p) — (e? — 1) j (0). 


Et 
Aflé}= (e?—1)(f (p) —f (0)). (9.89) 
d’où 
A2f [#1 = (e?—1)[e7—1) (f(p)— f (0))— Af (0)], 
OU 


A2f [é}= (6? —1}2j (p}— (eP —1}2f (0) —(eP — 1) Af (0). 


En appliquant de proche en proche (9.89), on obtient l’image opé- 
rationnelle 


ASE] = (e? —1)*f (p) —(eP — 1)*f (0) — (6? — 1)*-1Aÿ (0) — 
— (eP—1)*-2A2f (0)— ...—(eP—1)A*-1$ (0). (9.90) 
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En notant 
ml #, (9.91) 
(9.89) s'écrit 
r [f Lél — jf (0)] = Af [4]. (9.92) 
En posant f[#] = (4 + A)“ 1 dans (9.92), on obtient 
r AH AE HET A HN = HO AH, 
d’où il vient 


r(A+A ra +a)l eat), 


ou 
—h) (A+A) 2er ; 
et 
= (A+ 1e 1. (9.95) 
En dérivant k fois par rapport à À, on obtient 
r __ (#11)... (kr 1) [t-k], 
Tom Nb) (9.95) 
ou 
r __ f{i] [t-R] 
re | ) AHAE TE 21. (9.94) 
Si À = —1, alors r + 1 — e? et au lieu de (9.94) on aura 
0 si tk: 
EE RP 5-(R+1)P — ‘ L£ s 
(r + 1)r+1 etRk+1), F € ne : e tET#, k +- IT 9 
si k+TIKL. 
En posant e? — 1 — r dans (9.90) et compte tenu de f (p) = f lé], 
il vient 


AFf[t] = r*f [4] —r*f (0) —7r* A (0) — ...—rA"-15(0). (9.95) 


En se servant de la dernière formule, remplaçons À ner r dans (9.85): 


An {r°x Lé] — rx (0) Re UNT (0) — ,.. — TAG (0)} e 


+ An {x [4] — rl (0) — 772 Az (0) — ... — r'AT 2x (0)} + 
+ a {rx Lé] — rx (0)} + a,x Lél = f (él. 
Posant 
L(n = art +a nt +... + ar + &, 
on a 


L(r)æ{#1— x (0) (L (r)— ao) — A (0) (L (r)— ao — ar) + — 


AM (0) LL (r)— ao au  — ant} = f [é], 
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d’où 


L (r) {x (9) —x (0) — 


Az Pre ne ur: 2 
—" 4 co + + 
++ = f (El. 
Ici 
(0) ao + Ax (0) ai +... + AT x (0) an; 
n—i 
= >) Ax(Ojamn: k—0,1,2,..., (n—1), (9.96) 
Mm—=kR 
donc 
n-—1 
Az (0) = A0). 1 1 C 
CPR ne pal L(r) fl L (r) 2e 
k— 
la solition de (9.85) s'écrit 
AËx (0) À ce 
cle fl > +). 0.7 
C’est une somme de deux fonctions 
n— 1 
1 
a (= lé] et ao lt] = ù (Az (0) -) 
De toute évidence, x, [é] est la solution de (9.85) qui vérifie les 
conditions initiales nulles. 
Il est aisé de prouver à partir de l’opérateur Z (r) que x; [é] 
= f lé] s’annule pour t = 0, 1, 2, ..., (n — 1). En effet 
l'opérateur AD , ainsi qu'il suit du développement de _ en 
fractions ca est réductible à une fonction (cf. (9.94)). 
Supposons que —— LG 5 — Dé], il vient 
1 Î 
me = fl = 
On a (cf, (9.9)) 


—Ofi] X f[é]. 


t] 
D [é] X f[é =s 2 Dlé—k f(x) où Ss—1—e 
—=( 


r—eP_ 1 — 65 
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donc 
[t] (] 
ntt=+ DOU-H De D OH (X). 


kR=—0 kR=0 


Ci] 
re D DE —%f (6 = Ÿ [é] est une fonction (cf (9.13) et (9.9)), 
k=—0 
donc xi[é]J—e"PYfi], d'où il suit en vertu des propriétés de 
l'opérateur e"? 


(0) = 0, De 0;.:, am 1r=)0, (9.98) 
Pour trouver x, lt], il faut décomposer x en fractions élémentaires. 
Soit 
ss Vad 
Î Ar V 
L ul > > V+Ll 
(r) us (r— 8)" T 
OÙ Àx, Æ = 1, 2, ..., m sont les racines de l'équation ZL (r) — 
comptées avec leurs multiplicités v,, Vo, . .., Vm. Donc, v, + 
+ Vs +... + Vm = nn. Eu égard à (9.94), il vient alors 
m VR-i 
r RS Agyr - 
L (r) a 2 un 
m VER : 
5 DA, (0) a+, (9.99) 
k=[ v=1i 
et 
1 1 1 


Or (cf. (9.9) 


[{] 
oltlX flél=s D plt—k1f(k), où S—=1—eP=eP(eP_1)—e" Pr; 
k=—0 


donc, 
[t] 
T1 (t)— PC) f (é] = = Le?r D Plé—#1f (&), 
k= 
ou, compte tenu de (9.98), 


E si LE[0, n—1]; 


AD ft] = 4 Hi] (9.100) 


> plt—1—Æ]f(k) si t>n. 
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Le second terme 
n—i 
_ k __ _h \ d 
RU= 3 (Aëx (0) ADS ER (9.101) 
de (9.97) est visiblement solution de l'équation aux différences 
homogène associée 


an zx [él + a, LATE TE] +... + a, Az [il + ax [él = 0, 


avec les conditions initiales données. La recherche de cette solu- 
tion se ramène au calcul de l’opérateur rationnel À (r). On peut 
effectuer ce calcul à l’aide des règles exposées au $ 5 pour les opé- 
rateurs rationnels À (p), en prenant, certes, soin de remplacer p 
par r, i.e. en utilisant les formules (9.93) et (9.94). 

Exem pile 1. On demande la solution de l’équation aux différences 
troisièmes A%x [t] — A°x [té] — 8Azxft] 12x [t] = f[t], qui vérifie les condi- 
tions x (0) — 0, Az (0) — 0, A?x (0) = 0 

On a 
L(r=m—r—8r+12= 7 + 37% — 47? — 127 + 4r L 12 — 


= r(r+ 3) — 4r(r + 3) + 4r(r + 3) = (r + 3) (r — 2}. 
1 À Bb C 
PAC RETENU LE 


De toute évidence, 


Donc, 


3 1 ._ (r—2% 1 
A= lim —— as C—=lim —— ; 
ae L(r) — 25 : ns L (r) 5 
_.. d (r—2}ÿ d 1 1 
Fe LG) co drrei 2 


Et 


Fr r r r 
L(r) _ 25(r+3)  25(r—2) + 5(r—2} 
Or (cf. (9.94)) 


(43) 6 ol 27 3tt] 
(1 — 3) CR ee 


et 


"| " ali-112 jay alt 11 


par conséquent, 
1 4 ont at Epyyslt-11 
ol = (—2— 8) + 1e 8 
et (ci. (9.100)), pour # > 3, la solution cherchée s'écrit 
[t-1] i [t-1] 
= 2 CS | 


k=0 
Exemple 2. Trouver la solution de l'équation 
Az [t] — 3Az [t] + 2x [t] = 0 
vérifiant les conditions x (0) — 1, Ax (0) — — 
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De toute évidence, 
Ln=r—-3r+2—(r—-1)(r— 2); a—=1Â1, a——3, ug = 2; 
Co = TZ (0)ag + Ax(0O) a=2+3—=5; oc, — Ax(0)ag = —2; 


ou 
1 — rL(r)—or—L(r)+4+2 r3 — 4r? … Tr — Ar 
Pl rL (r) = r (r—1) (r —2) (r—1) (r —2) ? 
rè— 4r À B 
r(r—1)(r—2) r—1 Fr r—2 
et 
A=— lim du —3; BPB—lim a 2, 
red 7— Tr 2 =! 
Donc 
a 
(r—1)(r—2) r—1 r—2 
d’où 
Q 
2 [= T2 gt 2.sftl 


Considérons maintenant l'équation (9.86). En vertu de (9.26) 
et du fait que x [ét] = x (p), il vient 
clé+k]l= ePrlt]—(1—e?P)[x(0)e*P+r(l)eñ-0r LE... 
..+xz(k—1)e?]. (9.102) 
Portant cette expression dans (9.86), on obtient 
DA {ex ft] — (1— 67?) (x (0) 6e? + x (1) er Dr + 
+z(2)em-2P+E., .+z(n—1)e)}+ 
+ bi £{em-DPz[i] — (1 —e 7?) x (0) em Dr + 
+r(ljen-2rLx(2)e-9P+ .., Lx(n—2)er)}+ 


+ Da {ex [é] — (1 — ee?) (x (0) 27 + x (1) e?)} + 

+ bi{ePx [té] — (1 —e?) x (0) e?} + 

+ dti] = f [é], 

ou 
(be +b, yet PL... + bi + Bb) zxft] — 
= ({—e?){b,eP +b, sem DP LE ,.,, + bep + 
+ bie?) x (0) + (b,etnr-DÿP LE, _en- Du ... + be?) x (1) + 
+ (Bae + be?) a (n — 2) + bhePx (n—1)} + f [él]. 
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Soit 
M (eP)=b,e"P +b,uem-DPL ,.,, be +; 
Mi(eP)=b,e?+Lb, jem-DP+E.,, + bel : 
Mi (e)= bem. 0P+b, et 2P LE... + bel ; 


M} (eP) — betr-h)p L b,uetmr-k-1)p D nn brjser 


il vient 
n— 1 
M (e)x[t]= (1 —e"P) 2 M, (eP) x (k) + f [é]. 


La solution est donc de la forme 


2e 7 per) 54 Æ D . (9.103) 


En décomposant les fractions rationnelles propres PU et 
Mn (2) 
zM (2) 
x [it]. Posons 


en fractions élémentaires, on trouve sans peine la solution 


(1—e"?) M} (e?) 


M (eP) — Pr [é], 
il vient 
n— 1 


Le premier terme ——— f [t] est la solution de l’équation (9.86) 


TK M (eP) 
qui vérifie les conditions initiales nulles, x lé] la solution de l’équa- 
tion homogène 


balt+nl+b, xlt+n—11+...<+ bx ft + 1] + byxlt]—0, 


qui véritie la condition @ (m) = 0 si m == k et œx (4) — 1. 
Exemple 3. Trouver la solution de l’équation x [£ + 2] — 2x [t + 1] + 
+ x Le ] = sin @ [t] qui vérifie les conditions initiales nulles x (0) = x (1) = 0. 
On a 


x [t]— sin  [t], 


{ 
M (eP) 
où 
{ { 


— p2p — D  —  . 
M (eP)— e?p—2eP+1—(ep— 1); M (er) ZT 
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L'équation (9.94) donne pour 4—1 et À=0 
r LL FC 
M (e?) == | 1 }=14 
Donc 
1 1 _ 
S 
< Ur sin @ [{|—= = [él] K sin @ =, D [é— k] sin @k, 

k—0 


‘ : S 
ou si l’on souvient que ren 


fe] [t-1] 
xitj=er D [t—k]jsinok—= D [t—1—kjsinwx, 1>1. (9.105) 
kR=—0 k=0 


On peut trouver la solution x (t) d'une autre manière, en l'occurrence, trou- 
ver l’image opérationnelle de la fonction sin © [t]. On a 
O0 
eP — À) sin &© 
sinolt}=(4—e"r) S' sinoke-tp (7—Jsne 
= ) 2 e2P — 2e? cos © +1 ? 


k—0 
donc 
EE 
Los (eP—1)°? __ (eP—4{)(e2P—2epcos@+1Â) 
___ A B C 
= eP— 1 eP — et® = 10 , 
d'où 
4 Sn® BR 1—cosotisine 
7 2(1—cos ©) ? 5 &i({—cos®)  ? 
C=— 1 — cos © — i sin & 
__ 4i(i—cos o) 
Calculons 
" L _ Ci] [t-1] 
— RSR UE — AR] __ Ak 
eP— e* 1— ep? eP — eh nn di é DE D €, t> 1, 
R=—0 kR=0 


] 
: sin @ 7 ({—cos @) sin k@ + sin © cos k& 
Me 2 (1— cos @) Lt ù 2 ({— cos &) À (2.106) 


Il est clair que (9.105) et (9.106) expriment la même fonction. 


On a de toute évidence (cf. (9.4), (9.91)) 


pr.  . 
nn 1 ee (9.107) 
et (9.107) entraîne 
S _{U) 
L| — TR mm 71 @ 9 108 
fté] " à ICT (9.108) 
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Si gfé]=r DR. alors 


(r+1)8#1 
1 - - 
= ile t] — n — k) g (k), 
HIUETAU 1 Fe dr af ) g () 
d’où 
! [] 
— j [4] X glil=e"? > f([t1—%4) g(k) pour i<1 
h==0 
et 
! [t—-1] 
fl kelt= Df(—-11—-4)g(%) pour i>1. (9.109) 
k—0 
Calculons 
{ Lure ra 
or [ét] — — 3: TOR AU 
On a (cf. (9.90)) 
n- 1 
= Af[é]+ 2 r*A*f(0), (9.110) 
R=0 
donc 
00 00 n— 1 
17 AT an n- 
r +2 j [6 n= SEE VIDER ni Die FA ( (O), 
n=0 n—= 1 k=0 
ou 
_ Ain : de —Aÿnpn-k 
= D Gare D'AO) D SE 
n=0 Rk—0 n=RÀR + 1 
Ç EU an (—1)*aÀf (0). 
= 217 A AUS Fr D Re JR+1 
ou encore 
’ O0 
is DE] (O) |. 


Comme en — (—4{){1, il vient 
: Ç n ñn 
Ti D Scan 1e — (— DA" (0). (9.111) 
n=0 


Posons g[i]—(—1)l1— — 7 dans la formule (9.109) 


[t-1] [t-1] 


— 14e À f(—1]—4)(—1) = 2 (— DURS (k) — 
—=0 


R=—=0 


—. 
[t—-1] 


= (— HE 5 (— 07). 


k=0 
La dernière égalité et (9.111) entraînent 


[t—-1] 00 
— 1)7 Anf (0 à 
> f(x) —1*— > EEE ES (— TE ne TA f [él. (9.112) 
n=0 


n=0 


Si ie second terme de droite tend vers zéro lorsque £ — oo, alors 


—41)7r An 
S 01e D CAO) (9.113) 
k=—0 at 


La formule (9.112) est un cas particulier de l'égalité 


[t-1] 


f@) _ R arf (0 
> + = n+l D _ (1 + À) - Ü] si AU 1 (9.114) 
k—0 (HA) ‘ n—=0 : n=0 : 


La démonstration de cette égalité s'effectue comme précédem- 


ment. En posant g [él — (1 + D = dans (9.109), on obtient 


[t-1] 
fie D (1-2 (+), 


k=—=0 


ou 
[1] 


fri=(+ar 3 10. (9.115) 
Zi (+ 


1 
Tr — À 
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Compte tenu de (9.110), il vient 


ile -> fll= 


n—=0 


: : ST > _— > pn= RAT f (0 


n=—=0 


7 Anf!ft _ n-k 
—Y “la _S AO) D Le, 
n=0 R=0 n=kR +1 
donc, 
1 à AI r < Akf(0) 
LS DR PR 
n=0 k—0 
ou 


pe <a AAC) <a Anflt 
= (1+ À) D A R+1 2 Tail 
RkR=0 n=0 


Il est évident que la dernière égalité et (9.115) entraînent (9.114). 


Si lim (1-+X)7 T1 5 EL 20, de (9.114) suit la formule d'Euler 
=0 


. f (k) C Arf (0) 
À a > Pro EE 9.116 


1 — 00 


Si maintenant l’on pose À—=7r dans (9.116) et que l’on tienne 


[é 
compte de ce que ——— k (ci. (9.94)), on obtient 


(L) 


frs a — => (| } a" (9.117) 


R+1 
0 


De façon analogue, en posant À — p dans (9.114), il vient 
Ho SO  R AMf(O) y 
de ms eu 
R—0 n—0 


et en remplaçant dans cette dernière { par _ 


00 k 00 

FE) 2 : ARS (0) ,n 
2 HT l RCVI= Dm Le 
—( n—=0 


Supposons que _ —=1— —, alors 


2p—1 CS: 1 
p—1 7 1+X  2p—1 1 +2 


+ _ 
=, 1412 


Par ailleurs, 


t ( L 
A D D 2 
Li(—+)e ne: 3.) 
2 À 


Si maintenant À — _ (9.116), on a 
o P =. 
_f&) _< 2 2 f (k) 
a — | 
rar (TT) $ 
00 t 
_ f (x) LS DA 
= » DR+1 Li (+) e 
h—0 
et 
. D pa FRET. | 
S' A" (0) gr = D A" (0)(1——) = 3 A7 (0) L, (E): 
n=0 n=0 n=0 
donc, 


CHAPITRE III 


APPLICATIONS DU CALCUL OPÉRATIONNEL 
AUX PROBLÈMES D’ANALYSE 


$ 10. Application du calcul opérationnel à la 
résolution d'équations différentielles 


1. Equations différentielles ordinaires linéaires à coefficients 
constants. Soit l'équation différentielle ordinaire, linéaire d'ordre 
n, à coefficients constants 


29 () Hana D (+... Haix ()+ax(t)=f(t), (10.1) 


LE[0, oo, 
avec les conditions initiales 
(0) = xs s'O=r, :628O0) = 2% (10.2) 
En appliquant la formule 
20) = plz (t) — px (0) — pi-tx' (0) —... — pat-0 (0), 
(10.3) 
on peut mettre l'équation (10.1) sous la forme 
T1 Zn | Cp Dai __ On 
L(p) [x (20... 225 |=f(h-b—- tt... 22, 
où 
L(p}= p+ ant + +0: 
n = 1 
b= D tsasx (k=0,1,...,n—1), 
s—=k 
d'où il vient 
n- 1 
OR Tn-; 
x (t) = Fa f (é) — TA À + 20 + + Dot... (10.4) 


Cette formule donne la solution de l’équation (10.1). On voit aussi- 
tôt que le second membre de (10.4) est une fonction n fois dérivable 
qui vérifie les conditions initiales. 

La première partie de la solution (10.4), soit 


x (4) = (10.5) 
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est la solution de l'équation non homogène (10.1), qui vérifie les 
conditions initiales nulles, la seconde partie, i.e. 


n — 1 


1 b n- 
me Ty Dr tot +... + (06) 


pr 
est la solution de l’équation homogène associée, qui vérifie les con- 
ditions initiales (10.2). Si À4, Ào, . .., Àn Sont des zéros simples 
de Z (p), il vient 


n 


L(p}=(p— hi) (p— he) ... (p—h)= [| (p—b), 


p=1 
et la fonction z (p) = se décompose en fractions élémentaires 
{ 2 ee 
A 0.7 
z (p) L (p) 2 p—h, jt 


Multipliant (10.7) par (p — À,), on obtient 
P—n ; 
Lo ut (plu) SN —— 


pP—À, ’ 
v—1 


où le symbole « prime » qui affecte la somme veut dire que la som- 
mation n'est pas étendue aux termes pour lesquels u = v. Le pas- 
sage à la limite, lorsque p —À,, donne 
_— “ — lim ee 
L (p) ph L'(p)}--L (y) L' (y) ” 
P— y 
Le développement de z (p) en fractions élémentaires s'écrit donc 


E,— lim 
pi, 


LL 


ES 1 
= TG 2 GT Go : 
v= 1 


En vertu de (5.44), on a 


2(L)= 
d’où il résulte, compte tenu de (5.47), 


l 


n()=2(p)0=+ | 26-00 


" À t 


t 
re | e sf (x) dt. (10.8) 
1 0 


Si L (p) possède dez zéros multiples, 
l1= = “os = Àr, Àr+4, Àr+2, "0 n 


9 


alors 
L'Q)=(P— À)" (p— r+s) (P — rte) + +. (P— An) = (p— M)" Le (p), 


où 
Le (p) = (P — Àr+1) (P Te Àr+2) ... (p— An); 


et la fonction z (p) est représentée par la somme de fractions élé- 
mentaires 


= TT cu C19 Cir 
= TG PR PISE DER À 
Cr+ 
LE P— TS er LE UE 
ou 
FE { - C. 
ADN =  _— 10.9 
Le produit de (10.9) par (p — À.) donne 
a) 1 de 
+ FE ET à cw(P— M) + 
v=1 
+=) D =. (1040) 
V=Tr+ 1 : 
D'où il résulte, lorsque p — A1, 
{ 
es (li) PAL É (10.11) 


De façon analogue, en dérivant (10.10) (r — u) fois (u = 1, 2, 
.., Tr — 1) et en faisant tendre p vers À,, on obtient 


sors ji (A) 


ÉCRIT ETES (u= Î, 2, 0 r—1), (10.12) 
où 
1 
rD= TT: 
De (10.11) et (10.12), il suit 
(EN) 
Cv NE (v=1, 2,...,r). (10.13) 


On déterminerait de même les coefficients c,. Le produit de (10.9) 
par Pp—\,)  (WH=r+1,;r+2,..., n) donne 


a —- (p— À) D 2 Fur (p— É a) > PE 


v=T+ 1 


où le symbole « prime » signifie comme toujours que la sommation 
ne s'étend pas aux termes pour lesquels 1 = v. En faisant p = À,, 
on obtient 


a 
: p+À, L (p) px, L (p)—L (Au) L’ (Au) d 
P—hu 
donc 
{ 1 , 
AT EU) UML) v=r+ti, r °. Pl (10.14) 
En vertu de (5.43) et (5.46), il vient 
= : 7 dE À Us 
| - 
Z (p) — 7 (2) — | eh1T > FES US dt + | > T' (A) at. (10.15) 
V—= 0 v—r+1 


ee] 
Le) 


— PM > TRUE | (é—T)"-!1 ehAtf (t) dx + 
(à 


l 


à | 
+ S Rs | e "vf (x) dr. (10.16) 


V=T+ 1 


En particulier, si À, est un zéro simple de L (p}), i.e. r — 1, alors 


{ À 
de 210) et (10.16) entraine (10. 8). 


Etudions maintenant l'équation homogène associée (10.1) avec 
les conditions initiales (10.2). En posant 
LR ai 0, es 1 


dans (10.2), on déduit de (10.6) 


Ta (t) — : 


PV 7 
= YO). (10.17) 
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Pour la définition de la fonction Y (p) = Ÿ (té), en vertu de (5.43), 
(10.7), (5.46), (10.9), il vient 


: ht 
Ÿ (= ] LS (10.18) 
ou 
- 7 - et 
Y (é) = ent D nr + RATE (10.19) 
V= V—=T+ 


De toute évidence, la fonction Ÿ (£) vérifie les conditions 
O0)= 0)=#Ÿ"(0)=..:=2(0)= 0, PEUO0)= 1: (10:20) 


En mettant l'expression (10.6) sous la forme 


n—1i 
1 n— n—R—- n—hk- 
Ta (t) = L (p) 2 ca (PT + ap + a p* PH... +@n-x1p), 
—0 


(do — Ù) 


et en utilisant (10.3) et (10.20), on obtient la solution de l’équation 
homogène qui vérifie les conditions initiales (10.2) 


ni 
Ze (= D an [PA D (6) Las PhD (4). La, x Ÿ (#)]. (10.21) 


Exercice. Supposons que le circuit de la figure 40 a une résistance À, 
une inductance L et une capacité C. Ces éléments montés en série sont soumis à 
l’action d’une f.6.m. £ = £, sin ot. La valeur initiale du courant est à (0) — à. 

La charge initiale du condensateur g (ét) est q (0) — q,. On demande à (t). 

En vertu des lois de Kirchhoff le courant à (t) se détermine à partir de l’équa- 
tion intégro-différentielle 


1 
Go + \ à (T) a | — £, sin it 
0 


nm, 1 
L+hRit+— L 


dont l’image opérationnelle est 


: : 1 - 
Lpli(P)— io] + Ài (p) +5 |[0+2i @) |= HE , 


d'où 
sd E op? Li,p? Go (P) 
sur he Er Lo . eh 
(Po?) ( Lp?+ pt) P+RP+T (Lr+ pt) 
(10.22) 
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Les opérateurs figurant dans la dernière égalité peuvent être exprimés à l’aide 
de fonctions élémentaires: 


Lisp? io P” 


lets (la) 
(er) um 
(p+) +08 2L[(r+7) +ot| | 
£ 


R 
Fig. 40 
où 
L2— { …: R? 
TT LC 4L? 


on | 
En particulier, si To —Zrs —0, alors 


Lisp?  . R AR R 
a de =iexp(-5t) texp(—57t). 


LP +Rp+— 
1 R? 
Pour LC ZI? <0,ona 
Li,p re 1 
—ipexpi——t|ch _— 
1 gs ( 2L | 212 LC | 
LP +Rp+ 
A x ( +) sh _ +) 
— FE n XP ST ( 4L? LC }° 
LÉ 4L2 LC 
{ R? 
et pour TG 2rs 0 
 nè 
Lisp — 9 EXP (—7 t) cos wot 5LO exp CA +) sin Oo. 
LP+Rp+ 


Donc, la forme de la solution dépend de la relation qui lie R, L et C. Pour 

dernier terme du second membre de (10.22), on a 
PT exp (À +) sin ot. 
C(LP+Rp+T) 


. Ep? ? 
L'opérateur a admet le développement 
(p°+ &?) (LP +Rp+—) 
E;@p? __p(ap+b) p (cp+d) 


gitot) (Lt Rp) PS LE Rte 


{ 
Esop= p (ap+b) (LP Rp+—) + p (cp+ à) (pr +0). 
En égalant les coefficients en les mêmes puissances de p, on obtient 


+ dut—0; aR+bL+d=0; + bR+ ou? = E0 ; aL+c—0. 


d'où 
.— —_EoX — OE,R .— _EoXL a — — EoR 
R?+ X1° R?+ X?° R?+X1: OC (R?2+ X?) ! 
où 
{ 
Z=OL———. 
Soit 
Z—RTiX, O—argZ—arctg (+) 
R ? 
alors 
a — — Eo sin 0 , — ®Eo cos 0 . — £oL sin 0 d= — E, cos 0 
A NE EN CAPIR 
Et, on obtient les égalités 
E,op? __ &EË;cos0p P’E,sin 6 
on (2 rpe te) TAUPE TATUE 0 r 
p°E,L sin 6 E, cos 6p 


Z1(L+Rp+T)  oCIZ1(Lr+Rp+—) 


et 


R 
E ,©p°? E - 1 


@P+ 2) (Lpr+ Rp) 


PA [Z] 

R 
(Si E,cos 0 |  5L! 
2Lw,|ZI Tww,CL]|Z] } ‘ 
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=-20 sin (ot—6)+E sin (Be 2L coswot— 


sin @t. 


La solution de l'équation intégro-différentielle est 


R 
pe. E VOL. 
(= PA sin (@t — 0) + (tr sine) RE Opt + 
) 6 Ti 
Go ___iof _ EQRsing  Escosû \ , 22 ., 
+ | LCo 2Loy 2LoylZ|] owwCL|Z|] }< DU 


2. Systèmes d’équations différentielles ordinaires linéaires à 
coefficients constants. Soit le système d’équations différentielles 
ordinaires linéaires du premier ordre, à coefficients constants (a;z), 
résolu par rapport aux dérivées premières 


dx 
PS == A11%4 + Ay9%o + +. + Aindn, 
dt 
— — oi + Ao9Zo + .... + donln (10.23) 
dx 
Ta ee Anti + An2To + see À AnnTn) 
LEJ0, cf. 


On sait que tout système d'équations différentielles résolu par 
rapport aux dérivées supérieures des fonctions inconnues se ramène 
à un système d'équations de la forme (10.23). On cherchera la solu- 
tion du système (10.23) qui véritie les conditions initiales 


A (10.24) 
Le système (10.23) peut encore s’écrire 


di dre (10.25) 
s— 1 

A l’aide de la formule (10.3), ramenons le système (10.25) à un sys- 

tème d’équations algébriques 


Pt (P) — > apsti (p)+ par, k—1,2,...,n. (10.26) 

La forme iéionois de système (10.26) est 
(ai — p) 21 (p) + Gate (P) + + Gina (p)= — pas, 
a21T1 (D) + (422 — D) To (D) Fast Ge, (p)= —pz; (10.27) 


0000 0 00 0 2 2 0 2 2 0 0 0 0 + ee ee + + 


dTR 
dt 


Soit 


Gi1 D di2 din 
AG)=| ARTE (10.28) 
An1 An2 - Ann — D 


le déterminant du système (10.27), Az, (p) le mineur de l'élément 
situé à l’intersection de la k-ième ligne et la s-ième colonne, ï.e. le 
déterminant obtenu par suppression de la k-ième ligne et la s-ième 
colonne et multiplié par (—1}*$, 

La solution du système d'équations (10.27) est de la forme 


Ahs 
CODE k Nr s=—1, 2,...,n. (10.29) 


Pour connaître x, (t) il faut trouver la fonction 


Pas = Vas (D) = — pH. (10.30) 


La fonction (:, (t) se déduit sans peine du développement de 1», (p) 
en fractions élémentaires. Ce développement implique à son tour la 
connaissance des racines de l’équation caractéristique 


À ) = 0. (10.31) 
En définitive, on a 


L = 2 Pre (Ë), s=1, 2,...,n. (10.32) 


La méthode développée peut être appliquée à l’intégration d’un 
système non homogène d’équations différentielles linéaires du pre- 


“ 


mier ordre, à coefficients constants, de la forme 


2 


_S apsts fat), k=1, 2, ...,n. (10.33) 


s— | 


On demande la solution du système (10.33) qui vérifie les conditions 
initiales (10.24). L'image opérationnelle est 


par (p) = pa + 2 asEs (P) + fx (D). (10.34) 


Comme précédemment, on compose la solution du système d’équa- 
tions linéaires (10.34) 


à + Jr —— Âps (P) 
” p> at + TEE) See DE (10.35) 


16—0936 241 


ou 


Âhs (D) ÂRs (P) ; 
CODE g Sep) -2% pts) (10.36) 


Compte tenu de 10.32) il vient 


n LA 
re ()= D [atps (0 + | HT) bn—T)dr]. (10.37) 
k=1 0 
De façon analogue, on pourrait considérer un système plus général 
d'équations difiérentielles linéaires de la forme 


>| (avr ns a bn gi Cuxtr ) — fy (t), (10.38) 
k=1 
Vtt, 2... 0, 
avec les conditions initiales 
zh (0) = ax, (0) = x, k—=1,2,...,n. (10.39) 
L'image opérationnelle du système (10.38), avec les conditions 
(10.39), est un système d'équations algébriques en les fonctions in- 


connues Zz (p): 
n nn 


> (avr p? + Dyrp + Cvr) Th (p) — fe (p) + 2 (aux p? + byrD) An + Avr DB», 


v—1, 2,...,n. (10.40) 


Une fois qu’on a trouvé la solution de ce système, on obtient la 


solution du problème posé par passage à l'original. 
Exemple 1. Trouver la solution du système de deux équations dilfé- 
rentielles ordinaires linéaires 


_. — ay +} (£), 
(10.41) 


vérifiant les conditions initiales 


zx (0) =0, y(0) = 0. (10.42) 
L'image opérationnelle du système (10.41) avec les conditions (10.42) est 
px (p) — ay (p) = f (p), 
az (p) + py (p) = & (p). 
Trouvons la solution de ces équations. On a 


_  pf(p)+ag(p) = — af (p) + pg (P) 


T (p) — p? + a? 9 p° + a? 
En appliquant les formules opérationnelles 
ap p? 
En  — ——— —— l 
pi ai Sin ai, Di a COS at, 
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on obtient la solution cherchée 
t 
(= | [f (t) cos a (i—7T)+g (x) sin a (—7T)] dr, 
0 


t 
(= | [—f(r)sina(t—7t)+g (Tr) cos a (i—7+)] dr. 
0 
Exemple 2. On demande la solution du système de trois équations 
ordinaires linéaires 


= mn ru nu 
LURSPERP ER (10.43) 
di 
Dr tyts 
avec les conditions initiales 
x (0) —=1, y(0)=0, z(0) = 0. (10.44) 


L'image opérationnelle du système (10.43) avec les conditions (10.44) est 
(+1) (p)—y (p)—2(p)=p, 
— 2 (p+(p+ 1) y (p)—z(p)=0, 
—2(p)—y (p)+(p—1)z(p)=0, 


d’où il suit 


_1 p 1 p 1 p 
PETITS SET p—2 
nd PP _ 1 Pp ,1 pP 
= zr 2 Dit 6 p—2 

+ D TE 2 

= ETATS 75 

La formule (5.43) donne la solution désirée: 
1 1 1 

Re de 

L(t)= 3€ + 7 € + - -eft, 

y = ete te d 


3. Equations différentielles crdinaires linéaires à coefficients 


variables. Dans certains cas, on peut appliquer le calcul opération- 
nel à la résolution d'équations différentielles ordinaires linéaires 


à coefficients variables 
at (6) + au (6) xD (8) + a (6) xD () +... Ha, () x (Et) = f (6). 
(10.45) 
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On se limitera au cas où toutes les fonctions a; (t) sont des polynô- 
mes. Pour trouver l’image opérationnelle de l'équation, il suffit 
visiblement d'écrire celle de la fonction #“x( (t). On sait que 


___, 4 fx) 
ix (té) = —p | 1. (10.46) 
En appliquant cette formule à la fonction {x (t), on obtient 
& Fzx 
Ba (t)=(— 1) pr | ‘2 L (10.47) 
De facon analogue, on obtient aisément 
BCzx 7 
Ba (1) =(—1) p [2 |, (10.48) 
k __f_A4YR dR x (p) 
tx (4) =(—1) pe | ; |. (10.49) 


Ld Lé dR CE. \ 
En ni l'opérateur ne dans la dernière formule, on aura 


l'z ( -3 + " |, 2 (p) = 


k { TV 
—— 21% (p). (10.50) 
V=—() NN: 
Pour obtenir l'image de la fonction txt) (4), il faut, dans (10.50), 
substituer à æx(p) l’image de la fonction xt) (t) = p'x (p) — 
— p'& (0) — px" (0) —... — pat 9 (0): 


k 
__ANYCV) 7, Pa ENT — _ T- (V) 
FR) on Y, ( J R 1 [p'z(p)— px (0) — patr-D (0)] | (10,51) 
v=0 P 
Avec les conditions initiales nulles 
F0) 0) == 0 (0)=0; (10.52) 
la formule (10.51) s'écrit 
n : = | 
An (= S (—p) k! [p'r(p)] | 10.53 
Cab A: snheer ans (10.53) 


À titre d'exemple, considérons l’équation de Tchebychev-l’Her- 
mite 
x" (t) — 1x (1) + nxz (t) = 0 (n est un entier non négatif). 
On cherchera la solution qui vérifie les conditions initiales sui- 
vantes 
20) =, 2 O0)= 0 si n—2?#, 
x (0) = 0, x (0) =1 si n = 2k + 1. 


244 


En faisant 4 — 1 et r — 


tx’ (t)= — 


{ dans (10.51), on obtient 


_dz (p) 
dp 


Donc, l’image de l'équation Tchebychev-l'Hermite est 


pe [x 
ou 
dt (p) 
dp 
d’où suit la solution 


D2 


0) 2° (0) | + p 2 (D) rx (p)—0, 


= —(?++)27(»)+ px (0) +2 (0); 


nNn?2 


= _— _— _ 
c(p}=epte ?+pe 2 | [px(0)+x'(0)1p'e 7? dp. (10.54) 


Premier cas: n — 2k, i.e. n est pair, x (0) — 
: L p? 2 n2 
z(p)=cp he 2 Lphe 2 | ptle 2 dp. 

Posons 

1 [ 2k+1 _ 
ER dp. 


Une intégration par parties donne 


1, x’ (0) — 0: 


bornée 


- p? P* Rte 
Th — | p'rtle 2 dp— | pd(e2 = pre? — | 2kp°#-te 2 dp, 
1.0, 
p? 
T, = pe 2 — 2kln_1. 
Donc, 
: k 
St 2's1 | Le 2 
s—=0 à 
et 
_ k k 
z(p) = cp%e HS (—1) 21 f | P” e 
s=0 
p? 
La fonction f(p) = f(o + it) = cp-?*e 2 n'est pas 
lorsque T — œ à © fixe. En effet, 
p? (d2-12+2i0t) t2—-02 ., 
nn 2 — e. 2 2 do 
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donc 

pè T2- 02 

C 
a 2 
A TZ e —+ 00 lorsque T — co. 
D'où il suit que la fonction f (p) n’est pas représentable par une 
ntégrale de Laplace lorsque c £ 0: donc c — 0 et la solution est 
k 


z(é)= > (—1)°2s! NE 


s=0 S 


On démontre que x (t) est un polynôme de Tchebychev-l’Hermite 
à un facteur constant pres. 

Deuxième cas: n —= 2% + 1, i.e. n est impair, x (0) = 0, x’ (0) — 
— Î{. On procède comme précédemment. De (10.54) il suit 


> _P? Pas pr 
z(p)=cp'e ? +pe ? | p'e ? dp, 
p2 


où n==2k +1. Or, l’intégrale | ptite 2 dp vaut 7,, donc c—0 et 
la solution est 
f2s+1 \ 


03 02e (0) or): 


4. Equations différentielles à argument retardé. Soit l’équation 
différentielle à argument retardé à coefficients constants 


n— 1 


0 (= D ax (i—h)+g(t), 0Lit<o, h,>>0. (10.55) 
kR=0 


Pour simplifier, on supposera que les conditions initiales sont 
nulles, i.e. on cherchera la solution de l’équation (10.55) qui vérifie 


les conditions 


2 (0) =% (0) =,.2—=40 0 (0) = 0. (10.56) 
On suppose par aïlleurs que 
z(tj=x (tj=...—2x"D({) =O0 lorsque té < 0. 


En tenant compte de 
a (th) = p'e rx (t), 
cherchons l’image de l’équation (10.55): 


n— 1 


p'r(t)= D apte "er(t)+g(t), 


— 
— 


d’où 


Posons 


n— 1 
7 | arphe R? 
__. k=û 
& (D) = pa , 
il vient alors 
_ RC) 1 140 57 
AUS M 1=0p (10.57) 


Pour prouver que (10.57) est la solution de l’équation (10.55) qui 
vérifie les conditions initiales (10.56), il suffit de montrer que l’opé- 
rateur I est réductible à une fonction. Il existe visiblement 
une constante ©, telle que pour tous les p du demi-plan Re p> 
> 69 >0 on a 

Q 


|o (p)| < Tol 1. 
Mettons l'opérateur _— sous la forme 
1— © (p) 
nn — Le 
1— © (p) = [1+6 (+ 1 — © (p) k re 


L'opérateur [1 + « (p)]se ramenant de toute évidence à une fonction, 


2 
il suffit de montrer que l'opérateur Hors se ramène à une ionc- 


tion, ou ce qui revient au même, que la fonction de la variable com- 
plexe p = 6 + it 


[o (p)l° | 
pI1—0 (p)] el 


est représentable par une intégrale de Laplace. En effet, dans le 
2 
demi-plan Rep>0, > 0, la fonction or est analytique 


Fe p (1— © (p)) 
et vériiie l'inégalité 
un 
| [o (p)l? > (Tr) …: Q° 
p(1—& (p)) __ © : -. © 
pif) rfi) 


donc la fonction (10.59) tend uniformément en arg p vers zéro lors- 
que | p | — oo et l’intégrale 


[| (o(p) | _ 
Era SL 


— O0 


est convergente. En vertu du théorème 3 ($ 2) il suit que la fonction 


[@ (p)]° r . ’ 
———"—— est représentabl ral Laplac - 
Lo) est représentable par une Su ale de Laplace abso 
lument convergente. Donc, l’opérateur FT est réductible à une 
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fonction et la solution est donnée par la formule 


@ (p) — DR 
La fonction x (t) est n fois dérivable et 
z (0) = x (0) =... = xt (0) = O0. 


J. Equations différentielles aux dérivées partielles. Soit l’équa- 
tion diliérentielle aux dérivées partielles 


m n u+v | 
D D our (9 RE = f(x à, (10.60) 
u=0 %=0 


dont les coeïlicients a,, (x) sont des fonctions numériques de la 
variable x. 
La formule 


OM FVu (x, à) = pv OFu(zx, t) _ pv Ou (x, 0) 
0x" 9t” Ôx" 0x" 
HR. pe tou 
0x ot . dx gi ? 


ramène l'équation (10.60) à la forme 


m où m nn  v—-i au+k 0) 
u (ZX, 1 , : u (x, 
21 (x, PE = j (x, + D D DR, 
0x 0x" ôtR 
où 


Au = Au (ZX, P) = à Auv (ZX) EF. 


Désignant le second membre de cette équation par ® (x, p) et con- 
sidérant uw (x, t) comme une fonction opérationnelle de x, i.e. 


u (x, = u(x, p)=u(x), on aura 


Amu 0 (x) + amaurTD (x) +... +au(x)=OD(x, p), (10.61) 
où les coeïfficients a; sont également des fonctions opérationnelles 
de x. Donc, l’intégration de l’équation (10.60) se ramène à celle 
d'une équation différentielle opérationnelle linéaire. L’équation 
(10.61) qui est l’image opérationnelle de l’équation (10.60) s’appelle 
équation opérationnelle ou équation transformée. 

Pour résoudre l’équation (10.61) il y a intérêt à utiliser l'iso- 
m orphisme des corps M (S) et A (S). Dans le corps Mt (S) l’équation 
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transformée (10.61) devient une équation différentielle ordinaire 
linéaire, d'ordre n, dont les coefficients et les seconds membres 
dépendent du paramètre p, qui est complexe. Ces équations ont 
été bien étudiées. Soit u (x; p) une solution de l'équation. Si pour 
des valeurs données de x € la, BI la solution u (x, p) EM (S), cela 


veut dire que u (x, p), où p — Z., est solution de (10.60) dans le 


corps M. 

Pour appliquer le calcul opérationnel à l'intégration des équations 
aux dérivées partielles, il faut: 

1° remplacer l’équation primitive par sa transformée. Les con- 
ditions aux limites seront changées en des conditions aux limites 
transformées que devra vérifier la solution w (x, p) de l’équation 
transformée (10.61). 

2° trouver la solution u (x, p) de l’équation transformée vérifiant 
les conditions aux limites transformées. 

3° étudier la solution obtenue afin d'établir son appartenance 
au corps Jt (S). Si u (x, p) EM (S) il faut procéder à une étude 
supplémentaire pour voir si la solution u (x, t) = u (x, p) est 
généralisée ou si elle peut être ramenée à une fonction possédant 
des dérivées partielles par rapport à x et { jusqu’à la dérivée 


omtny (x, t) . . 0 e e e 
mon incluse. Cette dernière circonstance signifiera que 


u (x, t) est solution de l’équation aux dérivées partielles primitive 
au sens Classique. 

4° trouver la fonction uw (x, t) = u (x, p). L'étude du 3° est 
souvent simplifiée si le 4° est réalisé. 

o° prouver que la solution uw (x, t) vérifie les conditions initiales 
et aux limites données. 

Soit à titre d'exemple les équations 


p (x) u3 = 09 (€) Urx + O1 (€) Ux + Pa (H) u; (10.62) 
p (&) uit = Po (X) Usx + O1 (rt) ux + 02 (x) u, (10.63) 


zx E[O, ll, >> 0, où p (x), po (x), p, (x), op (x) sont des fonctions 
continues sur l'intervalle ]0, {| et op (x) > 0. La solution u (x, t) 
doit posséder sur 10, {], & > 0, des dérivées partielles continues jus- 
qu'au deuxième ordre inclus et vérifier les conditions initiales 


lim u(x, t)=(x), zxE€J0, l], (10.64) 
SO 


dans le cas de l’équation (10.62) et 
limu(x,t)=@(x), lmu(x, t)= W(x), x€]0, 2], (10.65) 
t-+0 t-+0 


dans le cas de l’équation (10.63), ainsi que les conditions aux limites 


limu(x,t)=f(t), au,(l, t)+bu,(l, t)=cu(l, t) (10.66) 
X ++ 0 
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pour £ >> 0, où œ (x) et Ÿ (x) sont des fonctions continues par mor- 
ceaux données; f({) appartient à $S et est continue pour { > 0; 
a, bet c des constantes données. 

On cherchera la solution de ces équations sous la forme u (x, t) — 


— u (x, p). Les équations transformées (10.62) et (10.63) s’écrivent 
dèu du 2 
Po) = + pa (2) + [pa (x) — pp (@lu= —p(x) pp(x); (10.67) 


Po (a) LE + pa (0) EE + [Pa (x) — pp (æ)]u = 
= —po(x) (x) — pp (x) (x). (10.68) 
Les conditions aux limites deviennent 
u(+0, p}=f(p), où f(p)=f(), 
aux (l, p)+bplu(t, p)—p(ll=cu(t, p). 


Théorème 1. Soit u (x, p) la solution de l'équation (10.67) ou 
(10.68) vérifiant la condition (10.69). Supposons par ailleurs que 

1) les opérateurs u (x, p), u, (x, p) et u,. (x, p) sont réductibles 
à des fonctions pour x € IO, [|]: 

2) existe un nombre ©, tel que lorsque t — oo, l’on ait 


u(x, p}=O(est), u,(x; p}=O(et), u,s(x, p)=0 (est) 
uniformément en x sur tout intervalle Îe, [|]: 


3) existe un entier k O0 tel que dans le corps M (S) 
|p“u(x, p}| << Q—const pour tous les x: 0OLxLe<l, Rep> 
01 > On; 

4) existe lim u(x, p} = g(t), t=>0, g(t) étant une fonction 

t—+0; = 
continue pour t > 0 et bornée lorsque t —- 0. Alors u (x, t) = u (x, p) 
est la solution de l'équation (10.62) ou (10.63) qui vérifie les conditions 
initiales et aux limites données. 

Démonstration. Prouvons tout d'abord que les hypothè- 
ses du théorème entraïne l'existence des dérivées u, (x, t)et u,x (x, t) 
pour æ € Ï0, {]. En eïffet, supposons que u, (x, p) = v (x, t). Il 
vient 


| (10.69) 


u(, p}=p |u(z, te?tdi; (10.70) 
0 

Us (Z, p)=p | U(x, à) e"Pi dt, (10.71) 
0 


et, de plus, en vertu de l’hypothèse 2) les intégrales sont absolument 
et uniformément convergentes en æÆ€le, !] lorsque Re p > 6,4. 
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Donc la deuxième intégrale peut être intégrée sur x entre € et L. 
0 y 
u(x; p)—u(E, P)=p | (| ot, t)dy}edt, Rep 


0 E 


ou 
u(x, p)=p { [ue L) + | U(y, t) dy | ePidt, Rep > 0. 
0 € 


Comparant la dernière intégrale avec (10.70), on obtient 
X 


u(x, i)=ut(es, + | v(y, t) dy, 


E 
d'où il suit que la solution uw (x, t) est dérivable par rapport à x et 
ux(t, )=v(x, t)=u,(x; à), &€]0, I. (10.72) 


Si maintenant l’on pose Uxx (E, p) = w (x, t) et que l’on tienne 
compte de l’hypothèse 2) du théorème et de (10.71), ainsi que de 
(10.72) dans laquelle il importe de remplacer uw (x, t) par u, (x, t) 
et u (x, t) par w (x, t), on obtient 

Uyx (t, D = w(x, à) = us (x, p)x €]0, !], (10.73) 


ce qui prouve l'existence des dérivées u, (x, t) et u,, (x, t). De 
(10.72) et (10.73), il suit 
PoUxx (x, t) T O1 (x) Ur (x, L) + Pa (x) u (x, L) — 


. Polxx (x, p) + pi (x) Le (x, p) + pa (x) Lu ( P), 
ou, compte tenu de l’équation transformée (10.68), 
Po (&) Usx (&, 1) + ps (x) us (x, t) + pa(x)u (x, t) — 
=p(a)p°[u(z, p}—p(a —<V (a ]= 
=p(x) pélu(x, t)—p(x)—iT(x)]. (10.74) 


De (10.73), (10.72) et la deuxième hypothèse du théorème, on déduit 
que la somme 


Po (&) Uxx (&, À) + p1 (x) ux (x, À) Æ pa (x) u (x, t) 
appartient à S$ pour x € JO, {l, donc la fonction 
p (x) p°lu (x, t) — p(x) — 1T (x) 

appartient à S; or p (x) > 0 pour x € ]0, |, donc l'opérateur 

p°lu (x, t) — p(x) — 1T (x) 
se ramène à une fonction de $ lorsque x € J0, {]. Posons 

p'lu(x, t) —@p(x) —iT (a]=aum Des, 
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il vient 
t 
{ à 
u(r, t)—p()—iV (= ras = | ( (x; E) dé. 
0 
Donc la fonction uw (x, t) est deux fois dérivable par rapport à 
pour x € JO, i] et 


u (x, 0) = @{x); uw (x, 0) = Ÿ'(x), x E€ I0, I]. 
De (10.74), il suit que lorsque t = Oet x € Ï0, I], on a 
Po (x) Uxx (T; LE O1 (x) Ux (X, t) + SE (x) u (x, t) — D (x) Urs. 
On a donc montré que 
u (x, ) =u(x, p) (10.79) 


est la solution de l’équation (10.53) qui vérifie les conditions (10.65). 
À partir de (cf. (10.69)) 


aux (1, p) + bp lu (l, p)—@(l) = cu(E, p) 
et des égalités (10.72) et (10.75) pour x = !, on déduit que 
aux (l, à) + bu (1, t) = cu (4, à), 


i.e. les conditions aux limites sont réalisées pour x — |. 
Reste à étudier le comportement de la solution lorsque x — 0, 
Posons 
lim u (x, t) = g (t). 
X—++0 
En vertu de la quatrième hypothèse du théorème, cette limite existe 
et est une fonction continue pour £ > 0, et g (1) est bornée lorsque 
t — 0. Il reste donc à démontrer seulement que g(t) = f(t), t> 0. 
Or ceci découle immédiatement de la condition u (+o, p) = f(p) 
(cf. (10.69)) et de l’hypothèse 3) du théorème. En effet, cette hypothè- 
se implique la continuité de la fonction opérationnelle uw (x, p) 
pour æ € [0, ]. D'où il vient 
imu(e, Pœu(o, pret), ie g()=f(0. 
Remarque. Pour démontrer que f(t) = g(t) on peut ne 
pas faire intervenir la notion de fonction opérationnelle continue 
mais utiliser directement les hypothèses 3) et 4) du théorème. En 
effet, pour les grands n, on à 
O+ioo _ t 


{ { u(æ, P) pt D — | (—E)-tu(x, E) dé, (10.76) 
0 


27i Dore (n—1)1! 


O—100 
la dernière intégrale étant uniformément et absolument convergente 
en æ —0. Donc, on peut passer à la limite lorsque x — 0 et on 
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obtient 


O+ioo _ l 
: { : 
Dr | E PP dp= TT | (— #6)" 8 (6) dé, 
O—-100 0 
ou 
t t 
| G—E 1 de | (Et 8 (5 dE, 
0 0 
d'où f(t) = g(t) pour tous les £6 > 0. 


$S 11. Application du calcul opérationnel à la résolution 
de quelques problèmes de physique mathématique 


1. Circuits électriques. On étudiera des circuits électriques cons- 
titués d’un nombre fini de branches. Chaque branche sera composée 
d’une résistance À, d’une capacité , 
C et d’une inductance Z, montées à 
en série (fig. 41). Les points de con- 
cours des branches sont appelés 
nœuds du circuit. Les inductances " 
respectives des branches sont né- 
gligées. Dans la suite, en principe 
on supposera qu'à l'instant initial i] 


Ca B 


— 0, les courants et les charges 

sont nuls. | 
On sait que si une î.6.m. Æ est 

appliquée à l’instant é — 0 dansun 2 
circuit composé d’une résistance À, 
d'une inductance L et d’une capa- Fig. 41 
cité C, montées en série, le cou- 
rant i est déterminé à tout instant à partir du système d'équations 


di . 
LÉ+Ri+S=E, Si (11.1) 


où Q = Q (t) est la charge du condensateur. En posant ài (0) = 0 
et Q (0) = 0 et en remplaçant dans (11.1) la dérivation par l’opé- 
rateur p, on obtient le système d'équations 


(Lp+R)i+È=E, pQ=i 
d'où 
(Lp+R+—)i-E. 
Si l’on pose 
Z(p)=Lp+R+S. 
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on obtient 
Z{(p)i=#. (11.2) 


L'opérateur Z (p) est appelé résistance opérationnelle ou impédance 
du circuit de la fig. 42. S'agissant d’un circuit arbitraire on appellera 
résistance opérationnelle entre À 
et B l'opérateur Ÿ (p}), tel que 


: L YID=E, t>0, (11.5) 
| où à — à (t) est le courant débité 
par l’application delaf.é.m. Æ aux 


C points À et B à l'instant é = 0. 

Fig. 42 On suppose qu à l'instant initial 

les courants et les charges sont 

nuls. L’équation (11.2) se déduit à partir des lois de Kirchhoff. 

Première loi de Kirchhoff : {a somme algébrique de tous les courants 

aboutissant à un nœud du circuit est nulle. 

Deuxième loi de Kirchhoff: la somme algébrique des chutes de 
tension dans les branches d'un circuit fermé est nulle. 

Si l’on a deux circuits électriques de résistances opérationnelles 

respectives Ÿ, (p) et Ÿ’, (p), on peut construire un nouveau circuit 


R 


CRE 


b) 
À  Yp) Vo) B 
“A » (p) 
À; V(P) By A2 Yep) B2 pi ER 8 
res 
Fig. 43 


en les montant en série ou en dérivation (fig. 43, a, b). 
Montage en dérivation. Si aux extrémités À et B 
de ces circuits on applique une f.é.m. Æ, on aura 


1 1 
É;  Ya(p)ia—Æ£; 2 


Yi(p)u=£; = 


Y1 (D) Y2 (D) 
donc, 
a — ++) E 
Yi (P) Ya (P) 
et 
i Y (D Y | 
mo E où rt À 


Y:(p) di Y(P) 


Aïnsi, la résistance opérationnelle Ÿ (p) d'un circuit constitué 
de deux branches en dérivation, de résistances opérationnelles res- 
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pectives Ÿ, (p) et Y, (p), est égale à 


"100. = L 
ru) ATEN AO OS AO AUX Fe 
Les quantités 1 hi appelées conductances opéra- 


| Y(P)' Y:1(p)? Y2(p)  . 
tionnelles du circuit. Donc, dans un montage en dérivation la con- 


ductance du circuit est égale à la somme des conductances opéra- 
tionnelles de chaque branche. 
Montage en série. La deuxième loi de Kirchhoïf donne 


Yi(pi+Yi(pi=E£E où (i(p) +Ÿr:(phi-E. 


Donc, la résistance opérationnelle Y (p) d’un circuit formé de deux 
branches en série, de résistances opérationnelles respectives Y, (p) 
et }, (p), est égale à leur somme, 1.e. 


Y (p) = Y, (p) + Y, (p). (11.5) 


En d’autres termes, dans le montage en série, la résistance opéra- 
tionnelle du circuit est égale à la somme des résistances opération- 
nelles de chaque branche. 

Ces deux règles permettent souvent de calculer très rapidement 
la résistance opérationnelle de circuits complexes. Soit par exemple 


Y; (2) 


Fig. 44 


à déterminer la résistance opérationnelle du circuit de la figure 44. 
Entre les points / et £, la résistance opérationnelle est visiblement 
égale à Ÿ1 (P) V2 (p) 
Y1 (P)+ Y2(P) 
branche /-£-5 vaut 
Y1(p) Yo (p) 
+0 7 3(P): 
La résistance opérationnelle de la branche /-4-5 est Y, (p) + Y; (p), 
celle de la branche 7-5 est égale à 
(Lee + Ya (p)) (Ya (P)+ T5 (p)) 
Y1fp) Yo (p) 
Yi + Yo (D) 


Donc la résistance opérationnelle de la 


+ Ya (P) + Y5 (D) 


290 


La résistance opérationnelle de la branche AB vaut donc 


Y1(P)+ Yo (p) 
Y (p) Ya (P) 
Y1(P)+ŸY2(P) 


Les circuits ne sont pas tous forcément une combinaison de 
montages en dérivation et en série. La résistance opérationnelle du 
circuit de la fig. 49 ne peut pas être calculée avec les règles précé- 


SE Ya (p)) Pa (+ Ya (P) 
ER à (D). 
+ Ya (P)+Ya(p)+ 5: (D) 


Fig. 45 


lentes. Un tel circuit est dit quadripolaire. On distingue ici deux 
bornes d'entrée (7 et £) et deux bornes de sortie (3 et 4). Îl faut se 
servir des lois de Kirchhoff pour déterminer la résistance opération- 
nelle aux bornes d'entrée ou de sortie. 

Les valeurs et les sens des courants sont déterminés à l’aide de 
la première loi de Kirchhoff. On a visiblement i = à, + i,. La 
deuxième loi de Kirchhoff donne 

Zii + Ze (in — do) + Lo (1 — do — À) = Zita; 
Loto — Pile + AA —— 0. 
Ajoutons l'équation 
i — li + is 
aux deux précédentes. Le système de trois équations ainsi obtenu 
nous donne ài,, is et i,. On à is = i —i,, donc, 
Zi + Zn — do) + Ze (ù — do — À) = Zi — à); 
Loto DRE 1, (i do 12) + AR — 0 
ou 
(Zi +2, + Lo + 20 di — (Ze + Ze) lo = (Zi + 22) i; 
(Z, + Za) ii + Zoio = Zi. 
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Le déterminant du système est 
Zi+2i+ a+ Zi (Z2+2) | 
Zi+2Z  Z | 


donc, par conséquent 
Zi + Za—(Z2 + 22) 


L 


= on 
ee AA 
Zo (a+ Zi + 22422) +21 +20 (Z:+23) | 
| A+Z+Z+2 3 + 22 
, _ _1lAt+z% 2 — 
0 À 
TER T2) TZ) EZ) ;. 417 
Dati +2 +2)+(+20 (+2) ? | 
lot; 


_ ZolZi tir ot 22) + (Zi 21) (29 + 22) — Co (Z1 Co) — Zi (Z9 + 20) 
Zo (Za + Zi + Lo + 22) + (Zo + 21) (Z2 + 22) 
2 at m+A Gt) 418 
Zo (Zi + Zi +22 +22) + (ir) (2 +2) | 
Sachant i,, i, et is, il est aisé de calculer la résistance opérationnelle 
entre deux nœuds quelconques du circuit. Considérons le cas parti- 


L — 


Fig. 46 


culier simple: Z = Z, = Z et Z, = Z; — Z" (fig. 46). Il vient 


= ZeZ+2)EZ (242) 3 Zob2 à. (11.9) 

1 27,(Z2+29+(2+27Y 2744242 
TL EL EAGLE 

era mran Cm r is (140) 
ME ARE RE 

ob 2+2)5 C2 0 ze (A1) 
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Pour calculer la résistance opérationnelle entre 7 et 2, désignons 
par Æ la tension entre ces nœuds. En vertu de la deuxième loi de 
Kirchhoff, on a sur le circuit 7-4-2 


Zi + Zi — io) = Ë, 
d’où, en substituant à &, et à, leurs expressions (11.9) et (11.11), 


2 (22) 35 2 (Zot2 2 +2) à y 
RER REA Co 


où 


Z(Zo+2)+2' (2042) ;_p 
12 702 ne. 


Donc, la résistance opérationnelle du circuit 7-2 vaut 


: Z(2,+277)-+2"(Zo+ 2) TE 
 (p}= ARRET EE (11.12) 


Remarquons en conclusion que dans le circuit de la fig. 46, on a la 
relation suivante entre les courants à, is, à et io: 


= et =, (11.13) 


Ces égalités résultent de (11.9), (11.10) et (11.11). À remarquer que 
si l’on tient compte de la disposition symétrique des résistances opé- 
rationnelles Z, Z' et Z, dans le circuit de la figure 46, on peut déduire 
immédiatement la relation (11.13). En effet, —i, — i, — i, —i 
et io — à — 9, d’où suit l'équation (11.13). 

Considérons maintenant un circuit plus complexe (fig. 47). Les 
valeurs et les sens des courants ë,, &,, . . ., in, in+1 Sont choisis 
en vertu de la première loi de Kirchhoff. La deuxième loi nous donne 
N + T équations pour la détermination des inconnues à,, êo, 

.., in, in+. Considérons la n-ième branche du circuit électrique. 
Soient E, la tension aux bornes d'entrée Z et £ et Ÿ, (p) la résistance 
opérationnelle du circuit branché aux bornes # et 4. Ceci posé, le 
schéma de la 7-ième branche coïncide avec celui de la fig. 46, sauf 
qu'il faut remplacer Z par Z,, Z' par Zn et Z, par Y, (p). 

De (11.13) on déduit la valeur des courants dans les diverses 
branches du circuit: 

In — in+1 


dans le circuit #-ÿ. 


— Per 
dans le circuit 7-8 ; int 


in + À Te ircui 
In init ans le circuit 1-4 et "MH ans le circuit 4-2. 


Ayant ceci en vue on peut former sans peine l’équation des courants 


(cf. fig. AT). 
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La deuxième loi de Kirchhoff donne dans le circuit fermé 
Don -1" On 1" 4n -1"/n-4n En d9n -1 


(th) 2 (ut) gi (ati) 24 
Fe (eu _. )Z4 = 0. 
De façon analogue, on a dans les circuits 4-7,-5,-2,-B et 4,-24-3\-4x: 
Basr (is) en (tue 
2, (AR) 7, (RE) Zn = 0 


On a donc 
(Zn — Zn-1) ins + (Zn + Zn-i + Zn + Zn) in + 
H(Zr—Zn)inu=0, n=2, 3, 4, ...,N. (11.14) 
Par ailleurs, 
(Zi +2, +220) 4 +(Z1—2;)is =2E ; (11.19) 
CR LR OR ELA LOT À (11.16) 
Pour déterminer #,, il faut résoudre l’équation aux différences (11.14} 


avec les conditions aux limites (11.15) et (11.16). Voyons en détail 


eZ DE mu 
(n-1)-ième (n+1)-Leme 
branche r'ancire 


le cas particulier où les coefficients de l’équation aux différences 
sont constants. Supposons que 


772 Lt rs Ne Ts Ke t 2-5. 
Les équations (11.14), (11.15) et (11.16) s’écrivent alors 
(Z — Z'hins + 2(Z + Zin + (Z — Z'hinm = 0: (11.17) 
(Z + Z + 270) is + (Z — L'hio = 2E ; (11.18) 
(Z — Z'hix + (Z + Z + 27) iyn = 0. (11.19) 
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On cherchera la solution de l’équation (11.17) sous la forme i, — A7, 
En portant i, = À” dans (11.17) et en simplifiant par 4”°1, on 
obtient 


(Z—2)+2(24+2)A+(2-—2)4=0; A4+22È7 4410, 


d’où 


___(WZFV7}., 

Z — 2 ÿ 
4, W2z Va  _ _Vz-v?. 
(2+V2)(4V2-V2)  V2Z+VZ7 
(ze 70) __ _ WZ+1V2Z 


VAVAVI-VD  VA-Vr. 
La solution générale est donc 
VZ'—12Z DD 
V7 +12 VZ V2 
Portons cette solution dans (11.18) et (11.19) pour déterminer les 


opérateurs M, et M,. On obtient le système d'équations en MW, 
et MW,: 


[(Z+Z"+ 270) Ai +(Z — 27 AT Mi+ 


in = M | ) +4 


+[(Z+ 274220) 42 + (2 —27) A] M:=2E; 
VA A EE VAR AREA). et 7 PRE 
+((2--2Y 42 +(Z2+74+92Z;) AT 1Ma=0. (11.20) 
Voyons à titre d'exemple le cas où (cf. fig. 47) 


Zo = Tr: 2= Z'=2ph; ZA 


On a alors 


V'2pi— VV à pt, .. pi 
T  2p+l 
VV E 
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Les équations (11.20) s'écrivent : 
La +2) (rs) + (5-20) (5) 74 

+2) G)+ (2e) Go) Je 
ar 2e) Gers) + (252042) (5) Jui+ 


(2e) (RÉ) + (drone) (RÉ) 0 


On remarquera que le coefficient en 7, est nul dans la dernière 
équation. En effet, 


2e) (ét) + (542242) (on) = 
_ (2— à ou Le CERN 4 + op+2|= 
D > 


\2p+1 2p (2p —1) 
= (2 )  [-2 CPE Cu | 
7 \2p+i 2 2p 


P 
(20 NN Cp EME CREME 
=) | 2p = 
donc M, = 0. Calculons W,: 


(3 4p°) (2p—1) , (1—4p?) (2p — 1)? _2 p. 
| 2p (2p +1) i 2p (2p +1) fMi=geE; 


7 (52) 18 + 4p?— Apr + 4p— 11 M, — 


2p +1 
_ 1 /2p ___ à 
= — ? (4 +2p) Mi=+ LE 
1 no. __ 2p£ 


Et 
pti" 2 Gp (ant) 
À (p—+1) \2p+1, 


2 
En utilisant la formule (1 =—) — L, (t), on obtient 


t — . 

. P LUN P 2 

A re € Ces da «| ) | 
ne P+— Pre re: 


donc, la solution cherchée est de la forme 


t 


ms 


E —. 
inf) = Lia(t)e .. Het; 2 


ses Ne Nat: 

2. Problèmes de physique mathématique. Appliquons les mé- 
thodes du calcul opérationnel à la résolution de quelques problèmes. 

Problème 1. Trouver la distribution de la température dans une tige 
semi-infinie, AA | sachant que la température de l’extrémité gauche est 
constante et égale à zéro et la température initiale égale à l'unité. 

On demande la solution de l'équation de la chaleur 

ou ou 


mr w>0 1>0), (11.21) 


qui vérifie les conditions 
u—=0 pour x—=0,+>0 (21:22) 
u—14 pour x >0, t—0. (11.25) 


L'image de l'équation (11.21) est 


CR 11.24 
dx? —pu—p (x >) ( .Z4) 

avec la condition 
u(x, p}—=0 pour x—0 (11.29) 


La solution générale de (11.24) est 
u(e, p}=t+ de" V?+ pes Vr (11.26) 
où les «constantes» À et B dépendent généralement de p et se déterminent à 


partir des conditions aux limites. La limitation de la solution lorsque æ — 
entraîne que A—0. De (11.25) il vient 0—1+8. Donc, 


u(æ, p}=1 NV 


Dans ce cas le théorème d’inversion donne (cf. $ 2) 
O+iT Ne 
? ; — À D 
_ —— | ept dp, (11.27) 


J—iT 


u (x, t)— lim - 
LEE sos LIL 


On sait que (cf. $ 2) l'inverse de Test la fonction f (4) = 1 pour t > 0. 


r . . . Î —Y D e . 7 
Déterminons l'inverse de la fonction me e 2 i.e. calculons l'intégrale 


O+iT — 
x Vp 
as [ ur 


_ 2 J p 
G-1iT 


ebtdp, G>0. 


[Rs 
(e>) 
NS 


1 x y» | | 
La fonction rs e Vr est analytique sur le plan tout entier des p sauf en 
l’origine des coordonnées, donc elle est univalente et analytique dans lé plan 
muni d’une coupure le long de la partie négative de l’axe réel. En vertu du théo- 
rème de Cauchy on peut remplacer l’intégra- | 
tion le long de la droite (o — it, o + it) par AT 
une intégration le long d’une courbe quel- B 
conque d’extrémités 6 + it ne coupant pas la 
coupure. En particulier, il est commode d’éten- 
dre l’intégration au contour de la figure 48; 
ce qui donne 

OHIT 
j” e ba 4 e Perd 

j=i+f+i+i+l. ui 


G-it AC CD DE EF FB 


Montrons que les intégrales | et | tendent 


AC FB 
vers Zéro lorsque T— co. On a Fig. 48 
ex VP x Re Vp 
in — (— nm <'arg p <a), 
p [pl 


TT _ TT ; - 
donc : << arg V’p . et par conséquent Re Vp >0; pour æ>0, 1l 


vient alors 


e ” V? Î 
= EE — 
P FA 
En vertu du lemme de Jordan, lorsque t > 0 et À — co, l’intégrale de la fonc- 
| = *VP+pt ; 
tion on étendue aux arcs AC et FB tend vers (0. 


Calculons les intégrales étendues aux droites CD et ÆF. Sur ces droites /p 
vaut i V | plet _. p | respectivement. En posant pb — | p | on aura 


_. R Re 
ai = 95 À pi sin (xp?) 6 dp= —4i | ES. dŒ, (11.29) 
CD EF ; À 


donc existe la limite 


CO 
| Éue 2 dl er 5 d Sin x US Le 
lim | + | | —e Vent | dp = — 4j : 5 e TS dE. (11.30) 
) 
—Ù S, Î / e S 
Ro CD CF 0 
Finalement 
1@ ee 
| ne  . JU RTS D un TU Je a | 
| er Vr+pt | eTY Vece ? +ee ce Pi do Ve 2 ado 
— = à — e id 
4 ge" Ÿ 
DE DE — TJ TT 
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Et 


mL 20 
" x Vee 2 +eciP 
lim | = lim | e # Vee ? +ee i dp— 2rti. (11.31) 
T0 . E—+0 
DE — TT 


En groupant (11.28), (11.29), (11.30) et (11.31), il vient 
1 


O+iT © 


{ { A EL 2 sin xE — 1E2 
O—1T 
En vertu de (11.27), la solution du problème est 
2 C Sin ge _1E2 
u(&, = <— | “Eee EE. (11.39) 
0 


Mettons cette solution sous une autre forme. En dérivant (11.32) par rap- 
port à x on obtient 


2 | . 
= | e7 TE cos xë dE. (41.33) 
0 
Cette intégrale peut être calculée à l’aide de la théorie des résidus [19]. Soit la 


Fig. 49 


fonction 
Î (2) —= €. Ke ; 


dont l’intégrale le long de l’axe réel se calcule à l’aide de l’intégrale de Poisson 


O0 


e7% du= LE (11.34) 


ot 


Sur la droite tT—}, on a 
e 7 COHIME EE RE, 10 (cos 2tho — i sin 2tho). 


La partie réelle de la dernière expression se distingue de la fonction à intégrer 


d’un facteur constant lorsque R=—— . Pour cette raison étendons l’intégration 


au contour de la figure 49. En vertu du théorème de Cauchy on aura 


l+i+(+l=0, (41.35) 
T IT IT IV 
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où 


_Æ 
D: VE 
T  -R 0 
x R 
=" | e té — ixé dE 
Il _R 
Sur les segments II et IV, où x = +R, on a 
v?2 
Let |—e-tRr-T) out p-tR? 
donc, en supposant t>0, on trouve À — 0 lorsque À — ©. Dans (11.35), en 
JI, IV 


passant à la limite lorsque R — ©, et utilisant (11.34), on obtient 
_. X? oo 
mi 0 | e Re TE JO, 
A 


d’où, en comparant les parties réelles, 


— CO 


ee _—_— x2 
| ose a=iy © 0) (41.36) 
0 
En vertu de (11.36), l'égalité (11.33) devient 
1 x? 
ou TD. 
Tr — (mi) € e (11.37) 
Tenant compte de ce que uw (0, &) = 0 et intégrant l’équation (11.37), on obtient 
1x y? 
u (zx, t)={(nt) d | , AU « 
0 


ramène la dernière égalité à la forme 


Le changement de variables £ — 


y 
V # 


_Vr # 
u (x, p=t—es V5 7 2 fe Tan 
0 
2 V7 
een VE ]. (14.38) 


D'où il suit visiblement que uw (0, &) = 0, u (x, 0) = 1. 
À remarquer que le calcul opérationnel permet de déduire très facilement 
l'égalité (11.38). En effet, la formule (7.11) donne 


À 2 
Vp ENVhe +. +. 
ui 
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or 


D 
donc, 
O0 e'e) E2 
x Vr_ | pee Vo dE — 1 | - kt dE — 
. VAT 
À è 
DR. e 
—= AA | e * du— — | 7% du = rte | À _ k= 
Vu Ti 2V/t 
h À 
a Vt 2 V1 


À 
=1—et (——) . 
2/1 


(11.39) 


Problème 2. Trouver la distribution de la température dans une tige 
semi-infinie x €]0, c[ sachant que la température de l'extrémité de la tige varie 


selon la loi u (0, ét) — œ(1), et la température initiale est nulle. 
La température w (x, t) doit vérifier l'équation 
2 
er, x => 0, t> 0, 
et, de plus, 
u—= 0 pour i=0, zx>o0 
u = œ(éi) pour =0, + > 0. 
La forme opérationnelle du problème est 


u (x, p}=® (p) pour z—0, 
d’où il vient, puisque u (x, p) est bornée lorsque 2 — 


On a 
D 
—Ÿ A2 L L 
e = erfe { —)=1— et | — ), 
27/ ai 27/ at 
donc 
d ° œ 
uw (x. t)—= — erte | ] T)'AT—= 
dt | 2V/a(t—T) | 
l L 
—erfe (co) «p (T)+ | ©. ferte Cm —— |} p (T) dt — 
J LOL Dot) 
t x? 
T [ (P (T) ka (t-T) 
— — - T 
21/ an J (i— T)/" 


(11.40) 


(11.41) 
(11.49) 


(11.43) 
(11.44) 


(11.45) 


(11.46) 


Le changement de variables 


, x 
2V/a(t—") 
ramène (11.46) à la forme 
2 Û x? _E9 
u(x, = — | P (tr) e © dE. (11.47) 
AaË? 
Va J © 
2V/at 


I1 est aisé de voir que 


u (x, 0)—=0, u(0, té) —  (i) 


| e$ dE = p (t). 
0 


Problème 3. Trouver la distr ibution de la température dans une tige 
de longueur !, dont la surface latérale n’est pas conductrice, sachant que la tem- 
pérature est nulle aux extrémités, et la température initiale égale à une fonc- 


tion f (x). 
Il faut intégrer l’équation différentielle 
ou CT 
Dr out z€]O0, Es tC]0, co | (11.48) 
avec la condition initiale 
u (x, 0) = f(x) (11.49) 
et les conditions aux limites 
u (0, &) = u (l, t) = 0. (11.90) 


Dans le domaine transformé, le problème (11.48), (11.49) et (11.50) se ra- 
mène à la résolution de l'équation différentielle 


Œu p—. p. 
de a a (æ) 


avec les conditions aux limites 
u (0, pj=u(t;p}=0: 


La solution est 


La dernière égalité peut se mettre sous la forme 


A “(y it, LP he | d- 
ze, n=y/ À Ever |: LI AT E) | dë+ 


sé] P _ 
sh ( | Li) 


267 


l — 
[r@sm(y/ Lea. 
0 


—— 


7 
losant V . on obtient 


g sh (gx) sh [g( _ 2 . 
sh FRS I e" 


X—— x: 6€Elz, l, 


_4sh {a (—x)] sh (4) 
sh (ql) 


_ 2 k TX : kTx ia 
=- ni sin ( } sin ( pes PO PCI 6€ JO, x[. 
k— re 


k2n2at 
q — P te 
o y AXE k? 7? 
q 
[? [è 
il vient 
00 k2x2at l - 
2 nr kñx en. LT : 
U(E, t)=—- > e sin | f (&) sin | ] &ë. (11.51) 
k— 1 0 


Problème 4. A l’extrémité d'une tige (x — 0), la température est 
toujours nulle, à l’autre extrémité (x — 1) elle varie comme o (#), i.e. u (4, Le 
—  (é). Trouver la température de la | tige sachant que la surface latérale n’est 
pas conductrice et que la température initiale est nulle. 

On demande de résoudre l’équation 


2 
Da, 60, A, +€]0, oo, (11.52) 


avec la condition initiale 


u (x, 0) = 0, (11.93) 


et les conditions aux limites 
De D 0: DL dv): (11.04) 


La forme opérationnelle de ce problème est 


d’où 


et 


où 


Pour calculer l’opérateur il faut le décomposer en fractions 


L@ 4 Q . lé 1 « NS 
élémentaires. La fonction méromorphe ES où = 2 possèdent des 
q 


à : | TT , 
pôles simples aux points m= Hi, k—1, 2, 3, ... Son développement 


en fractions élémentaires est 


sh ql k 272 
1 P+ 
__ 2 \ (—1)À : ATX P 
HD sn (2) —f— (11.55) 
k=1 P [2 
Cr 
C0 LA kR2r2at 
__& 2 (— e2 kTx 
LEP D=——+— » k e SLI ( }, 
Rk=1 
donc, 
00 k2n2at R2T2aTt 
__ 2 d (—1)# ETx À ——;% 2 dr 
u(e, = + qO+LS D sin (+) p(r) 


X" 
| 
[EN 
© 


On sait que 


—=sin g—— sin 2r+ + sin DD xzE]— 1, T1] 


donc 
x 2 _- (—1)} LE 
hr D sn (e)=0 sen 
k=1 


lé 3 r d ° 
Eu développant l’opérateur ü dans (11.56), pour x 1, on obtient, compte tenu 


de la relation précédente, 
: _ kinai t k2T2a 


2 k5T.: 
FR CARAE EE _ > k (—1)À Sin (==) e “ p{t)e s UT. 
R= 1 Û 


(11.97) 

Problème 5. Calculer la température d’un fil homogène fin, de section 

constante, chauffé par un courant électrique d’intensité constante. La tempéra- 
ture est nulle aux extrémités, celle du milieu ambiant est constante. 

Mettons le problème en équation. On sait que 1) la chaleur rayonnée est 

proportionnelle à la surface et à la différence de températures; 2) la quantité de 

chaleur dégagée par un fil traversé par un courant d'intensité i est proportion- 
nelle à & et à la longueur de ce fil. Donc, il faut résoudre l’équation 


du du 
kr —bu+a, xEIO,Z, +>0O, (11.98) 
où k, a et b sont des constantes, avec les conditions aux limites 
u(0: =utl Ü—=0, i>0, (11.99) 
et la condition initiale 


u (x, 0) — 0, zx EÏJO, if. (14.60) 


L'équation transformée s'écrit 


2 D 
ke (bp) ut a—0 
avec la condition 
u(0, p}=u(l, p}—0. 
Si 


LP 


9 


p+b 
d— 21 


la solution de l’équation transformée est 


Le ] 1 


{ | | 
; cha (5-2) 


u (x, Sara 


ch 9 


Cet opérateur vaul 


- 
ch(——:) LE Lx 
u (x es 1= _ É - 
| | D E 241 
2 F 
p— 2 - , 
: a exp { —| b+kT Qn +1) | ) sin (2u +1) 
(Te | l nn 
—— > ER APE SPEED RS NE (11.61) 
pi ÜÙ (2n +1) uk TE (2n-+1)? | 
Problème 6. On demande la solution de l'équation de la chaleur 
Ou o?u de 
r=ta tf(), 2€], 670, (11.62) 
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qui vérifie les conditions initiales et aux limites nulles 
u (x, 0) = u(0, À = u(l, t) = 0. (11.63) 
Le problème se ramène à l'intégration de l’équation différentielle 


avec les conditions aux limites 
20, Put, p)=0: 


On a 
A2 7 0 
}—sh| F2) | 


L - sh (7/ 1) -sh(y TE 
u (x, p) — RE —— — — 
d h(/ 2 


En vertu de (11.59), 1l vient 


R?n2at 


P 

sh y Le) 20 : 
a 2 2 (— 1)À 12 kTx 
= 7 1 ne T D ke É ne l ]. 


Remplaçons x par l— x: 


Ph co k2n2ut 
sh | V” a (L o) | t 2 1 7 72 | knx 
RE ——— À — — — — Er Sin 

l IT k l 


sh (y 1) k— 


*) | ; | 
® sin | nazi  Cm+iPa?al 
EL 4 > l i 12 
d' din + ? 
m=Û 
et 
- E HE 
s. 27, Su | (2m + 1) | _ (2m+))niat 
( 5 
es du. +: ET. 
F4) T 2m-L1 à 
m= 
L (9m+-1)272a7T 
ke  Æ  f{ar (11.64) 
Ù 


Problème 7. Sur un cylindre infini de rayon «, la température est 
maintenant constante (u, — 1). On demande la température en un point quel- 
conque du milieu extérieur à l'instant t, sachant qu’à l'instant initial la tempé- 


rature de ce milieu est nulle. 
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Le problème se ramène à la résolution de l'équation différentielle 


ou ou 4 du 
Fret) (11.65) 
avec la condition initiale 
u — O0 pour t—0et rEla, col, (11.66) 


et les conditions aux limites 
u—= 1 pourr—a t>0etlimul(r,, &—0, +t>0. (11.67) 
L équation transformée s'écrit 
du { du P — 
dr? Eds dr né 


La solution doit satisfaire les conditions 
u—1 pour ra et limu (r, p)=0, 
7° — OO 
Cette équation admet deux solutions linéairement indépendantes X, (vr) et 
JT, (vr), où 


v=/ 2, (11.68) 


La solution générale est donc c, X, (vr) + «T1, (vr). Cherchons la solution qui 
vérifie les conditions aux limites, i.e. 
— _ K(vr). 
u(r, p) = Ko (va) + 
on a choisi la branche de la racine (11.68) pour laquelle lim X, (vr) — O0, i.e. 
T — + oo 
ar . r ‘1° ° 1 Fr Ko (vr) * 
V’p > 0 si p est un réel positif et arg p —0. Si donc l'opérateur a où v est 
0 


le même que dans (11.68), vérifie les hypothèses du théorème 1, $ 10, la 
solution du problème sera la fonction 
PR 
. EE 0 A'2à (4 
FN 2Tti | Ko(va) Dp ap, 


V—100 


y > 0. (11.69) 


K, (vr) 
K, (va) 
pure le long de la partie négative de l'axe réel. Pour les grandes valeurs de | p |, 
on a la représentation asymptotique ([2], chapitre VII) 


K; (vr) a. y < e V(T— a) 

K, (va) r j 
où v est le même que dans (11.68). L'intégrale (11.69) est uniformément conver- 
gente sur les intervalles [r — «, Ô[ et [0, T], de variation de € et £ donc la fonc- 


tion uw (r, t) est continue sur ces intervalles. Mettons l'expression (11.69) sous 
une formé commode aux calculs. A cet effet, considérons l'intégrale 


1 Ko(vr) ; dp 
27 | R, (va) 0 Pere 


La fonction est analytique dans le plan complexe muni d’une cou- 


où L est le contour de la figure 48. La fonction à intégrer remplissant les condi- 
tions du lemme de Jordan, on déduit de (11.70), lorsque R — ©, que 
1 Ko(vr) ept 


DURE 2ni | K,(va) p P; 
r 
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où l'est le contour de la fig. 50. En étendant le contour TL aux bords de la cou- 
pure et tenant compte de la singularité du point p = 0, on obtient 


pi 1 À Zotav) Yo (v)—Jo(rv) Yotav) e _35/ #8 
u (r, D=1—— | ee deu Letel », VE. 
0 


Pour déduire cette expression, on s’est servi des formules 
JT 
Ki(ze *)=—mifJ (2) —iYo (2)], 
ce 
Koze *)=milJo(z)+iT (2)l. 
La fonction uw (r, t) peut visiblement être mise sous la forme 


TR (ao) + 2 (ao) PE 


PAC 14 À | e 
0 


La continuité de w (r, é) découle aussitôt de son expression lorsque r — a. En 


iT 


Fig. 50 


effet, pour & > 0, on a 
limul(r, t) = 1. 
(ed ?/ 


Problème 8. Trouver la distribution d’un gaz dans l’espace sachant 
qu'à l'instant initial la température est constante (u, = 1) à l’intérieur et par- 
tout nulle à l’extérieur d’un cylindre infini de rayon r = a. 

La fonction cherchée u (r, t)}, où r est la distance à l'axe du cylindre et # 
le temps, est solution de l'équation 


ôu _, [ Pu 1 du 
a | Se à (11.72) 
avec les conditions initiales 
0, r) f Î Si ORrEX 11.73 
Pl —= 
dE SE (11.78) 
et les conditions aux limites lorsque & > 0 
lim u(r, t)—const, 
T0 
lHimui(r, t)—0. (11.74) 
7 > CO 


Posons uw (0, r) = œ(r). L'équation transformée s'écrit 
du 1 du p- p 
dr? FT. dr Non. 
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La solution cherchée est unique, puisqu'elle est bornée aux extrémités de la 
section [0, cof. La fonction de Green de l’équation homogène associée est 


— Li (vr) K;(ve) pour ref0, p], 


G(r, p)— 
(0) — T,(ve) K,(vr) pour p<r, 


Où v? — . La solution cherchée s'exprime à l’aide de la fonction de Green com- 


me suit 
r OO 
at, = (or) À Lo (ve) @(0)e de + 20 (vr) | E (ve) @ (e) pd, 
0 r 


où v est le même que dans (11.68). Remplaçons œ (r) par son expression. Tous 
calculs faits à l’aide de formules de récurrence connues pour les fonctions 7, (z) 
et K, (z) et compte tenu de l'identité 


Ko (2) Zi (2) — Ki G) D G)=— 
il vient 


u(r, P)—1 — Io(rv) Ki(av), pour r€[0, d, 
u(r, = IT, (av) K,(r, v), pour r>a. 


_ = 
Choisissons la branche de la racine pe pour laquelle [Ed Er > 0 si 


arg p — 0. Munissons le plan de la variable complexe d’une coupure le long 


de la partie négative de l'axe réel. 
En appliquant les formules asymptotiques pour 7,(z) et K,(z) il vient 
pour les grands | p| 


I, (rv) Et» gta ++ 


2TTVvr Zav 
: 1 JT —(1—-a)v — ; —(a+1i)v 
T (av) Ki (rv) — Va Sy (€ + ie }: 
à ) ju TT 3 TT 
où les signes supérieurs correspondent au cas > <agp<—— et les 


nc Fr s. | 
inférieurs à — 5 <agp<s et v=} >: Re v > 0. Il est clair que la 


fonction RAR remplit les conditions du lemme de Jordan, et dans 
l'intégrale 

V+ 00 

u (r, t)— \ RL ept dp 


on peut remplacer le contour rectiligne par un contour du type de Hankel (cf. 
fig. 48). Etendant ce contour aux bords de la coupure et compte tenu de 


ni 
+ 


Tote “z)—Jo(z) et Ke 


Ti 
+ —— 
2 


T 
z) = D. [1 (2) F iY, (2)], 
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on déduit que pour tous les r 


a À cor 
u (r, = | Jo (rv) J'1 (av) do, 
L 
EL 0 
7 à | 
où =) 7 ou encore 
w(r, h=a | Jo (ré) Ji (aË) e RE dE : (11.75) 
0 


d'où il suit que lorsque f —+ co, les fonctions u (r, t), u, (r, t) et u,. (r, t) sont 
uniformément bornées en r. Lorsque t > 0 


lim u (r, it) = 0, 
T > oo 
puisque | Jo (rE)| Li et lim J,(rE) = 0. 


1 oo 


On remarquera que 


lim u(r, t)=a | Ji (aE) e7 EE? dE. 
Tr 0 e” 
(à 


Le calcul de la dernière intégrale est aisé. En effet, si 


on montre sans peine que 
/ a? 7 


d’où 
a? 


P É)=i—e e ? 


et 
: a2 
u (0, éj=d—e “At, 


Problème 9. Un fil métallique AB de longueur 21, de diamètre 2a 
(fig. 51), placé dans un milieu homogène infini est traversé par un courant d’in- 
tensité 7. On demande de trouver la 
distribution de la température le long de 
ce fil à chaque instant t en tenant comp- 
te de la chaleur rayonnée dans le mi- 
lieu ambiant. La température du fil et 
du milieu ambiant est nulle à l’instant 
initial (é— 0). Les extrémités du fil 
sont maintenues à une température cons- 
tante nulle. 

On résoudra ce problème sous les 
hypothèses suivantes: 

1) la température du fil dépend uni- 
quement du point considéré et du temps: 
T;, = Ti(x, t), x E[—1L, I], i.e. nous supposons que la température du fil est 
constante en tous les points de la section perpendiculaire à l’axe du fil; 

2) le milieu ambiant est anisotrope, i.e. la chaleur se diffuse uniquement 
dans des plans perpendiculaires à l’axe du fil. Donc, la température du milieu 


Fig. 51 
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ambiant T, dépend de x, r et t: 
Ta = Tia rt) xE[-Li, r>a. 
Il s’agit donc de résoudre les équations [5]: 


®T, 2Ta ho OT 0,2412R _ V1: OT; ; 
0x? Àif Or ) Àif EE À Ôt (I 1 76) 
et 
cuve OT, _ OT, 1 OT, | 
ho dt dr?  r  ôr ? (11.77) 


où À, €, et y. sont respectivement le coefficient de conductibilité thermique in- 
térieur, la capacité thermique spécilique et la densité du fil, À, co, Y, les mê- 
mes coefficients pour le milieu ambiant, f l’aire de la section du fil, À la résis- 
tance d’une unité de longueur du fil. 


et au lieu de T7, et T, introduisons les 


À À 

Posons k——! et Xe, — —À 

| 101 VoCo 
fonctions u(x, t) et u,(x, r,t): 


r _ 0,2472Rk CR — 0,24/72Rk : 
1 hf 2 hf 1° 
le système s'écrit alors 
Ou _, d'u Ou: | 4; 
ske (ee) + (11.78) 
Ou, u 1 du, 
= (SE) (14.79) 
où 
27m ok 
À — 2 
hf 
Les solutions u (x, t) et u, (x, r, t) doivent réaliser les conditions initiales 
u (x, 0) — 0, zxel—1i, Il (11.80) 
u (x, r, 0) = 0, r>a, (11.81) 
et les conditions aux limites 
u(—l, i=u(l, j =0, t>O0, (11.82) 
u, (x, a, ti) = u (x, à), (11.83) 
lim u, (x, r, t) = 0. (11.84) 
7 — oo 


Ecrivons les équations pour u, (x, r, t) et u (x, t) sous la forme opérationnelle: 


ON (11.85) 
du p:= ha du, { _. 
RD ut ( ER | en (11.86) 
La solution doit vérifier les conditions aux limites 
ui ra et lim uw, —0, (11.87) 
7 — OO 
u(l, p}=u(—1, p}=0. (11.88) 
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De (11.85) et (11.87) il vient 


HP (o D) 
= _ C 
ui (ZT, Tr, p)—=u(x, p) ——— |, 
HG (ia V : | 
k: ; 
donc, 
| D 
2 0 (ia LE 
D IE Eole, p 
Or = ke: | D 
Hi (ia V4 
k: 


t (11.86) s'écrit 


= 7 — 
_ 10 (: | +) 
du LT iaÀ P L Là 4 k: ne ER 
dx? ET R V TR. de: AE 
H) (ie L L) 
L Fe 
Posons 


(11.90) s'écrit alors 


d’u h (p) — 1 
dx? k S 1° 


La solution de cette équation avec la condition (11.88) sera 


: , he 
u(z, p)= RP) y 20 


Pour calculer h 
u (x, p) = u (x, à) 


on se servira de la transformation d’Efros (cf. $ 7, pt. 3). 
chz —- 
À —_ "© F (x, P) ; 


cliL V” _ 


de toute évidence. 


u(x, De 


D 


0 
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Soit 


[ve D p(x, Ë) &, 


(11.89) 


(11.92) 


(11.92) 


où 


p{x, t)—F(x, p) et WE, D=— e7 Eh) 


Xq =X 


ch re elqbe-lg 


e7 (lg L e-tli+x)q 


= { — on —= 1 — (eg EL e-ctx)g) L 
+ (e7Bi-x)g Le Blrx)q) — ,,, — 1 —erfc Er — eric Cu | — 
— eric (SE )+erte rie a (11:00) 
où 
eric {= —— {eu du=e"*VP, 


l 


La série (11.93) est facile à manipuler pour t petit. Pour les grands # on a inté- 
rêt à se servir du développement (cf. (7.14)) 


4 (— 1) 1 \2 n?t 
LAS otre 2 2n —1 exp] —4 (nr) le | 
n—] 
xeos RE | (11.04) 


Montrons que les conditions du théorème 5, $ 7, sont réalisées. De (11.94) 
il suit 


[? . 
[pt de DCI ——— — const. 


n— £ LIT 
1, 


Il est évident que l’on peut prendre y, nul (cf. 8 7, théorème 5). Reste à prouver 
que 


Re [4 (p)] > 0, (11.95) 
si Re p > 0. Considérons à cet effet l’intégrale 
{ HO (V2) 1 dz __ Hÿ ; V'p) 1 (11.96) 
2 | Hp (Va Ve PH GVT 1 Vr 


où Z est le contour fermé de la fig. 52, et le point p se trouve à l’intérieur du 
contour. Le développement asymptotique (cf. [2]) 


ns i (2-5) 


XP (2) — —— € 


1+0{ | , àAgzEel—n, 


z | 
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entraîne que pour les | z| suffisamment grands et arg z € [—x, x], on a 
HD (Gi 4/2 
PCR... (11.97) 
Hi (i V2) 
donc, dans (11.96), on peut passer à la limite lorsque R — et l’on aura 
1  HbGVp) 1 ( HPGVz) 1 dz 


iVr HWGVr) 2 j HV iVz 2—P° 


où l'intégration est étendue à un contour du type C (fig. 53). En étendant ce con- 


Fig. 02 Fig. 93 


tour aux extrémités de la coupure, on obtient 


{1 HLDGVp) { | f A (Ve) HP (Ve dp 


_ 0 Cm A) à PR : 
Vr A GVn 24 ) Ua (vo HEC VO) Ve Pre 


Cap) 4 (V0 Ÿ Ve PFP 


ri f_ HD (Vp) _ H®(Vb) 1 1 dp 
( 


Pour déduire cette expression, on s’est servi de la formule (cf. [26], page 983) 
HD (— 2) = —e"YTH® (2). 
En remplaçant A et H® par leurs expressions à l’aide des fonctions de Bessel 
HP (2)=J,(2)+iV, (2), HP ()—= Ji (s)—iY, (2), 
on obtient 
1. HV?) 
Vo HG Vp) 


EN FAUDEAUD EAU OEAUTEE ME TE 
0 


: Ja (Ve)+Y?(V 0) Ve PHP” 
or 
2 
To(z) Y1(2) — 1 (2) Yo ()= — 3 
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{ do 
a 11.98) 
J2(V/e)+Y3(Vo) P(P+P) 


en 
= 
= 
nr 
SS 
TS IS | 
— 
N 
Sa 8 


De toute évidence, k (p) = p + ÀS (p) (cf. 11.91)). Pour démontrer (11.95), 
il suffit donc de prouver que Re LS (p)] > 0 lorsque Re p > 0. Cette propriété 
découle immédiatement de (11.98), puisque 


Ph: ] 2 | 1 P dp 
S = | — —— —— 11.99 
a? T°? | J(Ve)+Y2(V/e) P+6 P 
et Re e - | > 0 pour Re p > 0 et p > 0. On a visiblement prouvé plus que 
n’exigeait (11.95), notamment que Re [h (p)] pe Re p > e. De là découle 
la convergence absolue et uniforme É Vs (cf. (11.92)): 
ÉRPe 11.100 
Or | 5e YEN v>0, (11100) 
Y—i00 


> d  — | 
donc, dans (11.92), l'opérateur — peut être introduit sous le signe d’intégra- 


tion. De (11.92) il suit alors 


QE, Do (x, E d. 41401) 


& 
8 
ss 

| 


Calculons l’intégrale (11.100). De toute évidence, 


Y+ioo 
O(E; D=— DT | ePU—É)— AËS(P) T.. (11.102) 
y—ico 


Si t—Ë <0, on a Q(Ë, t)—0, puisque e7AES(P)+P(-E) tendra vers zéro lors- 
que |pl— © et |[argp|< . et, de plus, |e SPP -S) | Li lorsque 


jarg pl < _ . Supposons maintenant que t—E > 0. A l’intérieur du contour 


(cf. fig. 54), la fonction Hs ne présente pas de singularités. 


L'intégrale étendue aux arcs BC et DA tend vers zéro lorsque À —+ . Ce qu’on 
établit sans peine à l’aide de la formule (11.97). Donc, l'intégrale (11.100) vau- 
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dra 


je = ES(p)+p(t-E) dP 
ami pe" 
C 
où Cest le contour de la fig. 53. En étendant ce contour aux bords de la coupure 
faite le long de la partie négative de l’axe réel et en tenant compte du fait que 
l’intégrale prise sur le petit cercle autour de l’origine, est égale à l’unité, on 


obtient 


0 CO 
—_. ll 7 LaëS(peit)-ptt-#) 0, À _nes(peit)-ot-#) AE 
Ar À) € he cé à 
O0 0 


On remarquera que 


e. F0 
=. HT y £) —_— (2) =) 
S (peiT) — y + : ( : k1 st g (27 k 
kr mp (4 8 #1 H (e #) 
: ke: ° k 
no 
S (be ”°T A à (c Ca 
OV 7e 
H$p (ay +) 
Posons pour les x réels 
de 
ee) —=u (x) +iv (x) *). (11.103) 


HG (x) 
En vertu de 

Hi (x) = Ji (x) +iY, (x), 

H$° (2) Jo (#) + Yo (x), 
il vient 

4 Y (x)l[J (x) —iY 
u (x) iv 2 1 ES iYo(x)] _ 
_ ET (&) do G) + Y3 (2) Yo (x)]+ix (Jo (x) Y (x) —Y, (x) Ji (t)] 
T5 (x) + Yi (x) 


7 


or 
9 
Jo (x) Yi) — di (@) Yo (x) = — , 
donc 
u (2)— t [Jo (x) Ji (x) + Yo (x) Yi (x)] 
L T5 (x) + Y$ (x) | 
oo 2 { 


nm JR(@)+YÉ() 


Si l’on se sert des formules asymptotiques des fonctions 
Jolx), Juil), Yolx) et Y, (x) lorsque x — 


#“) Les fonctions u (x) et v (x) ont été calculées dans [7]. 
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(cf. $ 12), on peut prouver que 


u (x) = — lorsque x — 


2 
v(x) = —x lorsque x — oc. 
Donc on aura 


S (pe“")—u (a y/ € Æ)-x (07 À 


L'expression définitive de l'intégrale (11.100) lorsque & — £ > 0 sera 


ne Fhad a Din (ay 2) 1. 


Eu; 


e& 142 | 


© en 


(11.104) 
En vertu de (11.101) la solution peut être mise sous la forme intégrale 
t 


a (2, = | p(r, Ed 


0 
Re | (x, E) dE | LL. « V)-et-b sin ET (a "HIS 
É 0 | 0 | L é #1 : 
(11.105) 


où @ (x, t) est donnée dans (11.93) ou (11.94). 

Le calcul de l'intégrale (11.105) appelle quelques remarques. Si l’on se 
sert de la deuxième expression de la fonction œ (x, t) (cf. (11.94)), on peut inté- 
grer sur & et des calculs peu compliqués donnent 


Î— exp (5 < 1} Ga 
: 2 2 8 D (— 1)" (2n — 1) sx 
ke TT 


2 T° 2n — 1 21 


L\2 kT er 
(x——) 12 | 


— {(AU(y)+©) k1y° 
e {| = e. — }u (y )—» | sin [éAv (y)]— 


m — hv (y) cos [éhu(y) 1} + y) 
X \ dy 
k. y ? 
Ù [vu ) 0 | + GT 
; tkiy? 
3 - 
U — (r——) = x. A(ÿ)—e Av (y). (11.106) 
On peut utiliser cette formule lorsque L est petit devant V't, ice. 1 L; 
2 
on peut alors admettre que exp | —: (n— 5) = _ | 0 et compte tenu 
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lorsque | z| 1, obtenir 


| 12»? 8 - (— 1) (2n—1) nx 
AE Dk T2 So 21 


n—=Î 


. L u . 
à U (y) exp] tb y? ë; jé 00 

x | Brno Error St 
oo [thon fr—s) ] + ho) 


Nous ne nous étendrons pas plus sur la formule obtenue, car dans la pratique, 
ce sont ou bien l’état stationnaire qui découle aisément de la dernière égalité, 
ou bien le régime non établi, qui présentent le plus d'intérêt. Etudions le ré- 
gime non établi. 


On supposera donc que t est petit. Si Vi<i et [x|< 61, 6€ 10, 1[, alors 


+ 
M D 1. Rens > 1, etc. 
21 kt 21 xt 


Donc, dans (11.93) (Ë < t), on peut considérer que tous les termes, sauf le pre- 
mier, sont nuls, d’où 
(x, ti) = 1. 
Dans des calculs plus fins, on prendra 
| L— x L— x 
(x, t) & 1—erfc (=) TS ml D 
2Vkt 57) 

Ainsi, lorsque t € l? on peut toujours indiquer un voisinage du zéro | x| << 8, 
0 €] 0, 1[ dans lequel la valeur de uw (x, t) dépendra uniquement du temps dans 


les limites de la précision donnée. En posant (x, £) = 1 dans (11.105) et en in- 
tégrant sur Ë, on obtient 


u(x, 1) = (D + + X 


SRE | EEE (y) | sin [At (u)1— A (y) cos [ato (W)1} + a (u) à 


92 (0) + 9 ! 
(11.108) 


Il est aisé de calculer w (x, t) à l’aide des tables de valeurs de w (x) et v (x). 
Une remarque à ce propos. Les limites d'intégration doivent être fractionnées 
comme suit: JO, af, x, Blet JB, sf. Si «& est pris tel que dans l'intervalle 

2 


X 


soit négligeable alors, un calcul aisé montre que la 


10, a{f la quantité _ 


fonction figurant sous le signe somme dans (11.108) sera égale à 


A uv (y) 
2 y 
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Donc, l'intégrale envisagé vaut sur cet intervalle 


œ œ 
| 5 | Ou(y 
0 0 


Sur l'intervalle ]f, œf{ on se servira de l'expression asymptotique des fonctions 
u (x) et v (x), Soit: u (x) Æ DE et vu (x) = —x. 

Indiquons pour conclure comment calculer la température du milieu am- 
biant. De (11.89) il vient 


HS (à —— 
ie De 2 u(x, À) 
HP (ia LV’ _ 
l 
SOL 
HP (ir y 2) 
FE =D (r, à, (11.109) 
P 
(1) mire 
H (ia L ps 
donc 
È 
y (as TL = |o (re ju (x, &) dE. (11.110) 
0 
Trouvons la valeur de l’opérateur (11.109). On sait que A5! (iz)— Fr Ko (t) 


Posons 4 = v. Il vient 
1 


K, (vr) 
Dr, = ——— 
He 
La fonction < D 2, — FE est analytique dans le plan complexe muni 
le 


d’une coupure Îe long de la partie négative de l'axe réel. Pour les grandes va- 
leurs de r on a le développement asymptotique (cf. [34]) 


K, (vr) _y/< —V(r—4«) 
sta) — 5 ,  agpE[—", x]. 


1 | Ko (W)_ pt EP 9 
L; 


D'où il suit 


Ati 


(Z est le contour de la fig. 54). La fonction à intégrer remplit les conditions du 
lemme de Jordan, donc lorsque À —+ 


Ce A ( Kw) æ 
Dr, D=—— | Ro) 7 
C 


où Cest le contour de la fig. 53. En étendant le contour C aux bords de la cou- 
pure et en tenant compte de la singularité du point p — 0, on obtient 


. 7 — pt 
D (r. p=1-+ | 2 41.111) 
0 


où sh . Pour arriver à ce résultat nous nous sommes servi des 
t1 
égalités (cf. [34]) 


Fig. 54 


me comporte des calculs volumineux, mais faciles. 
Problème 10. Trouver la solution de l’équation des ondes 


o?u 4 d?u 


Tr D 9° z>0, i>O0, (11.112) 
qui vérifie les conditions 
u (x, à —= 0 pour æ—=0, # >0 (11.113) 
u (x, D = po(z) pour t =0, x > 0, (11.114) 
u, (x,  — (x) pour it —0, x >0 (11.119) 


solution de l’équation 


O\ 


Ce problème se ramène à lar 


du d 2 
SEC ru Po (+ Pa (x) (11.116) 
avec les conditions 
u(z, p}=0 pour z—0 (11.117) 
u(z, p}—0 lorsque x et Rep>0 (11.118) 


Cherchons la solution à l’aide de la fonction de Green G (Ë, x). Celle-ci vérifie 
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les conditions 


M G=0, 0Lr<E, E<r<o, 41.119) 
G(E, 0)= lim GE, x)=0, (11.120) 
GE, É—0)=GÆ, +0), (11.124) 
G'Œ, ÉHO)— GE, E—0)= —1, (11.199) 
donc 
UE 2. 
G(E, t) — Àe + Be° Ù x € [0, E, 
p P 


GE m=Ce © +Det , &6lE, œl, 


où À, B, Cet D sont des coefficients constants qui se définissent à partir des 
conditions aux limites. Du comportement de G (Ë, x) lorsque x — oo, il suit 
que D — 0. Les conditions (11.120), (41.121) et (11.122) nous conduisent au 
système d'équations suivant en À, B et C: 


G(E, 0)j=A+B—0, 
_? D. p 


GE, E—0)—4e © + Bec =G(E, ELO)=Ce © 


P 
-L & 
C"(È, SO) Cr; E—0)= —Ce : ++ 4e . — + Be 1" 
d’où 


C on … D € 
À — —2p e ; Db—= 2p € ) C—= 
Donc, la fonction de Green est 
- + (x+8) _. (x—£) 
0. e — ] lorsque x € [0, El, 
G(É, z)— 
(Ex) 
[e — 0 ] lorsque x € JE, cof. 


2p 


La solution de l’équation (11.116) qui vérifie les conditions aux limites (44.117), 
(11.118) est 


O0 


u(e, p)= | G(E, x) E= Po E ++ ) | dE — 
0 


p —(-E) 2 (+t) 
=— | [e eo ] Po (E) dE +- 
0 
p D 5-2) À (Ex) 
Vo. | Le — € | Po (8) dé + 
X 
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X D 

{ to (548) 
E . 
0 


TZ | ] P1 (6) dé + 
1 É pe ee x) (446) 
For) — ] px (Ë) dé 


00 x/e 
=+ | Po (&+en) e 77? am++ | Po (& — en) e7 FT dm — 
0 0 
. À , 
7 Po (en— x) e7 77 dm + | D (2 + en) e Pan + 
x/e 0 
x/c 00 
À {+ _py) À Ci) _pn 
En 22 Pepe NS | Pi(en—z)e ” dn. 
0 xX/C 
En posant 
Do (x) = Po (2) pour x >Ù 
Do (= —p(—2) pour x <0, 
D, (x) = pi (x) pour x > 0, 
Dit) = —-p(—z) pour x <0, 
on aura quel que soit x 
D—a)= — Dir), Di(—z)= — D (x), 


donc 


u (x, p=+ | D (+ en) e 777 än+ + | D, (x— cn) 777 dn + 
0 0 


1 LL F 
Lo | D, (&+cen)e PT dm + + D,(x—cn)e ?1 an. 
0 0 


(or 


l 
u (x, = {®e (x + ct) +OD, ee ++ | D, (t— ct) ET. (11.123) 


— 1 


Problème 11. Trouver les oscillations propres d’ure corde fixeé 


à ses extrémités. 
L’équation difiérentielle des oscillations de la corde est 


d'u 1 d'u 
avec les conditions initiales 
u (x, 0) = f (x) (11.129) 
u, (x, 0) = g (x) (11.126) 
et les conditions aux limites 
u (0, {= ul, t) = 0. (11.127) 


‘oblè ‘amène à $ i Sçuatior 
Ce problème se ramène à la résolution de l'équation 


I2u 2 2 
_ Lu io Ze (o) (11.128) 
avec les conditions 
u (0, p}=u(l, p}=0. “1:4129) 


La fonction de Green de l’opérateur du premier membre de (11.128) avec les 
conditions aux limites (11.129) s'écrit 


. sh (2) 1 +» | pour x < Ë, 
p (=) 
(ë, z)— 
pË EL qq 
| 4 c hd “ A 


D'où il vient 
l 


ni 3 2 
sen] col Er E+LeE |&- 


0 
:, h (2) [2021 
=|L;® NA a+ 
0 sh el 
I h[ PE h (2) 
+\L1® à 
> sh (2) 
5 +(É)a [ie] 
+2 (4® Œ+ 
0 sh (2) 
l h[PCÈD Ian) 
1 | C | C , 
TT 
” C 
En posant =, on obtient 
sh zË sh z (1— x) _9 S Sh(ZRÈ) sh[zr (l—x)] 2? 
Léh er (+ sh =. P— 2; 
z eg z—Z 
R 
- / — : { ik TT 
où z4 sont les zéros de l’équation … sh z1—0, i.e. R = ES LS 
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donc 


sh zË sh z (—x) __ 2 D (— 18 sin ( RTTÈ _. kn(l— x) ia __ 
El ch I l l l o | AT 
z R=1 “ + L2 
2 | JestË krtet 
= D sin ( } sin s h: 


De façon analogue, on a 


sh z(1—E) sh zx NT ( Knx _—. ( kTE {cos knet ): 
Î l l 
sh Zl k—1 


sh z (1—Ë) sh zx 
sh z} 


——— 
ne 


LE 
[NA 8 
ce 
[en 
PT, 
a" 
| à 
& 
LL 
. 
[en| 
TE, 
- 
Le 
—, 
TE, 
a 
= 
[on 
Ch 
 —_— 
[er 
l 


Cd 


u (x, y=< S sin (==) {cos ie | f (Ë) sin se | dE + 
0 


: kTct 1 
ME .. 
En | c@sin ()æ}. (11.180) 

1 0 
Problème 12 Une impulsion S est appliquée sur une corde infinie 
de densité p, reposant sur un appui souple de coefficient de fléchissement k. 


Trouver l’équation du mouvement de la corde. 
On demande la solution de l'équation différentielle 


— 


o?u o?u 
pr hu (x, t)=0 (11.151) 
qui vérifie les conditions initiales 
u (x, 0) = u; (x, 0) — 0 (11.132) 
et les conditions aux limites 
— Tu, (0, = Ô (4}*). (11.133) 


Cette équation traduit l’équilibre entre la tension de la corde T7 et l’impul- 
sion $ au point æ — 0. On admet que la flèche de la corde est nulle lorsque 
TL > CO. 


La forme opérationnelle du problème (11.131), (11.132) et (11.133) est 
du > 1 P\- 
Ta (u+E) (, 7)=0, 

Sp 

PT 


üg (0, p}=— 


#) Ô (t) est la fonction delta de Dirac. 
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donc, 


u(z, D}= _n e 
FR pr + 
En appliquant la formule de Sonine 


É A (VAE 1 LT \n-m-t 
| en ) PRE PR) uM+ldu — rs VE | à 14 p? +1), 
| (u? +7) Ÿ 


qui est connue en théorie des fonctions de Bessel, on obtient pour m—0 


et = 
| er Vaste Je Guy UT Vrrt 
) Vuit  Vr+1 
En faisant la substitution u? — &? — *?, il vient 
| e Pi], (V — 7?) dr — | e"PiY (T, t) dt — : e-TV P+1 . 
J À VTT 


Donc, la solution cherchée est 
Sa = 
ES à V4 2 2 2 L] j 
7 {z o(bŸ'at?— 2?) pour at > x, 


0 pour at x. 


(11.134) 


Problème 13. Trouver l'intensité i et la tension uw d’un courant tra- 
versant une ligne infinie (x > 0) dont la capacité, la résistance et la fuite sont 
uniformément distribuées et valent respectivement C, R et G par unité de 
longueur. L’inductance Z = 0 (la ligne présente des fuites). Une tension égale 
à l'unité est appliquée à l’origine de la ligne (x—0). La tension et l’intensité 
initiales (t — 0) sont nulles. 

Le courant à et la tension uw se déduisent à partir du système d'équations 


À ; (11.135) 
12 17 
PT eee 
avec les conditions 
u (x, 0) = i(x, 0) = 0, (11.156) 
u (0, t) = 1. (11.137) 
La forme opérationnelle du système d'équations (11.185) est 
_ (11.138) 
di 
+, do) 


En éliminant les fonctions à et u entre les équations (41.138), on obtient 


du ,— di - 
de —Yy"4, Axe V2}; (11.139) 


P=R(G+p0. 
La solution générale de la première équation est 


u (x, p}— 4e + BeYY, (11.140) 


où À et B sont des constantes quelconques qui se déterminent à partir des con- 
ditions aux limites. En portant (11.140) dans (11.138) on trouve i: 


: G  : : 
= ÈRE çac-ve_ pers, (11.441) 


Le comportement de x et i à l'infini entraîne la nullité du coefficient B (Re 
y > 0) dans les équations (11.140), (11.141). Ceci explique la disparition de 
l'onde réfléchie. La solution des équations opérationnelles (11.135) est donc 


u (x, p}== 4e" Ÿ VR(G+PO) (11.142) 
i (x, p) = À Re e=*VRIG+PC) | (11.143) 
De la condition aux limites (11.187), on déduit que À — 1, donc 
(x, pp=e *VECVr+e, (11.144) 
i (x, p}= y £ V p+a ex VROVP+a (11.145) 


als 


où A —= 


Appliquons la formule (11.64) au calcul des opérateurs (11.144) et (11.145). 
Il vient (cf. 11.38): 


F— 


t — 
e7 VatFo) _ ,-at erfc E d/ — | + a.| e7% erfc OÆ | d£. 
0 
(11.146) 


Le calcul de l'intégrale de (11.146) nous conduit à l'expression 
Vamea) . Li. 26 { a 2 
e= Var = E Va erfe (+ V <-va )+ 


4e Verte (À y <+va)]. (41.147) 
La formule (cf. (7.14) 


a 


= -Vap_ di PUS 
€ a  — 
VP TE 
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entraîne la formule 


(82 a 
___— —— at , LE 
Vp+a e7 Vatn+a)_,-at | @ | e 7% de (11.148) 
Vi V/ mË 
Le calcul de l’intégrale de (11.148) donne 
(82 
Lu 


VrEo e- Var+a) 2 


—— 


V nt 
+ LE { Verte (1 J/ Eva) 
eV Are (1 Liv). (11.149) 


En définitive, à partir des formules (11.144) et (11.145) et compte tenu de (11.147) 
et (11.149), on obtient les expressions suivantes pour la tension et le courant 


u (x, deg eV eric (CE 0) + 


LS VRG orte (ARC y £ )} (11.150) 


+ 1 $ Le VR0 (EE +}4 


Le" VRG erfc (en (11.191) 
2V/t C 

Problème 14. Trouver l'équation des oscillations longitudinales 
d’une tige dont une extrémité est encastrée et l’autre soumise à une force } — 
— sin ot dirigée le long de l’axe de la tige. 

Soit u (x, t) le déplacement longitudinal de la section de la tige à une distan- 
ce x de l'extrémité encastrée. Soit L la longueur de la tige. 

Le problème consiste donc à intégrer l’équation 


PR 0 (11.152) 


Œ ————" 
at2 Ôx? ? 


avec les conditions initiales 


u (x, 0) = u; (x, 0) = 0 (11.193) 
et les conditions aux limites 
u (0,  —0, Eui(l, D =sinwt, +#>0, (11.154) 
où a et Æ sont des constantes. L'équation transformée s'écrit 
= 2, 
p'u — a? 
T 
"4: 2 _ @ 
avec les conditions uw (0, p) = 0 et Eu, (l, p) — TS . De toute évidence, 


29 2 


la solution de l'équation transformée vérifiant ces conditions est l'opérateur 


px 
(2, D) = (n) = 
D nn so 0— : 
PES LS (2 E 
a 
En calculant cet opérateur, on obtient 


sin | — Fe 

b° a | : 2b <u (—1)}" sink,zx . A, 

u (x, ACTES Qi D En OR 7 knût, (11.199) 
on n—=1 


à TT 1 ; 
où ln = n—) . On suppose qu’il n’y a pas de résonance, i.e. ©  akn. 
Problème 15. Trouver l'équation des oscillations transversales d’une 
tige homogène de longueur infinie, oscillant librement sous une impulsion $, 
appliquée au point x — 0, perpendiculairement à son axe. 
Les oscillations libres d’une tige homogène obéissent à l’équation 


Otu , 04 
na ter = 0, (11.156) 


où u (x, t) est l'écart de l’axe de la tige pendant Îles oscillations transversales, 


; se sf ET . | 
x la coordonnée, # le temps, le coefficient c— 2 la vitesse de propagation 


de la déformation, ÆJ la rigidité à la flexion (u la masse d’une unité de lon- 
gueur, Æ le module d'élasticité, J le moment d'inertie de la section droîte 
par rapport à l’axe neutre de la section, qui est perpendiculaire au plan d'os- 
cillations). 

Supposons que les conditions initiales définies par la distribution initiale 
des écarts transversaux et des vitesses sur l’axe de la tige ont pour expressions 


us (x, 0) = 0 (11.198) 

La condition aux limites est 
us. (0,t)=0, (11.159) 
us" (0, D 5 (#)*. (11.160) 


Pour raison de symétrie, on considérera la section de droite de la tige 
z € J0, of. La forme opérationnelle des équations (11.157) à (11.160) est 


dêu 2 
a + u=0, (11.161) 
u!. (0, p}=0, (11.162) 
uxs (0, =. (11.163) 


Si l’on pose = os l'équation (11.161) devient 
du —\4— , 


“) Ici Ô (t) est la fonction delta de Dirac. 
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La solution générale de (11.164) est 
ce U+DaVr es (-t-na Vr D 


Les (Cine Vr Lee (A-DaVr (11.165) 


u(x, D) 


OÙ Cy, Cos Ca et c4 Sont des constantes arbitraires qui se déterminent à partir 
des conditions aux limites. Le comportement de la solution, lorsque x — ©, 
entraîne la nullité des constantes c, et c, et la solution (11.165) s'écrit 
u (x, p}—=e % V? (A cos œx V/ p+B sin «x V p). 
Après détermination des constantes À et B à partir des conditions (11.162) 
et (11.163), la solution s'écrit 
= S { ax V? = ; - 
u (x, DE Gray (cos «x V p+sinæxzV/x). (11.166) 
Pour achever la résolution il reste à calculer l’opérateur 
LÀ ax V5 =, - 
VE ax VE (cos ax V/ p+sin «x V p}, (11.167) 
P 


Soit l'expression connue 


Me. (—=) | (11.168) 
2Vt 
il : — x (1+i) dans l'intégrale 
Si l’on pose 2/1 8 
À 
À 2 dt 
erf = | = ———— | Éd ; 11.109 
2Vt T + ° ; ) 
on obtient 
9 x (1+i) 
erf{xz(4{+i)]=—— | e TS dE. (11.170) 
TT 
0 
Le changement de variables 
As (1 —+- à) 1] 
ramène l'intégrale (11.170) à la forme 
7 
a Vx ., 
_ —1— 12 
erf{r(1+i)] — Vs (1 +i) | e 2?  dn= 


Var © 4 


Les intégrales 


C(u)= cos (+ #2) dr et st [sa(3 +) à (11.171) 


Qu £ 
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s'appellent intégrales de Fresnel. La méthode la plus simple de calcul de valeurs 


de ces intégrales fait intervenir les fonctions de Bessel. En posant z — = 
on obtient 
if 2 if 
C(G)=—- | V Écossa=t | à 
0 0 2 
Z Z 
S j=* sin dr CT z) dz ; 
0 0 2 
donc, 
à 2% LT 
erf [x (AH D]= (Hi | C —is | e 11.172 
Su sl anne à PA VE ( ) 


Posant À — 1 + i dans (11.168), on obtient en vertu de (11.172) 


= V? (cos}/ p— i sin V/p)—1—erf DE | — 
[ 


—f{26) E ee sh LS (=): (11.173) 


d'où il suit après comparaison des parties réelles et imaginaires 


Vaso (=) -S (=) (11.174) 
Ve 0 (7=)-S (=): (11.175) 


par conséquant 
e7% Vrai ta (a V p)— (=) S (=) (11.176) 


Une intégration sur & de la dernière expression donne 


2 


À Ve (x y p) nur Le e 7 VP(sina/p-+cosal/7)— 
= | C (7) do — | S (5 (=) | TEL (=) da — 
— aus =)+| Va sin (+ ) du ac (a) as (=) 
sn 6 sin (CE) + Cos (+) | 


At 


da = oC 


En faisant &æ—1, il vient 


7 VF (sin /5+c0s /5)=J/ (sin cos) + 


7 : 
+S (=)-6 (=). (11.177) 


En utilisant la dernière formule on ramène l’opérateur u (r, p) de (11.166) 
à la fonction 


S x 1 + aix? ax? 
MG D re (pe V x (Sr tes ) + 


ax x S x { IT 
FR ARE à 
pa (7) É (=) na le (sin 2 


+ cos + 
+S (ct, 


__ x 
Vi 

Si dans le problème que nous venons de voir, on applique instantanément 

à la tige une force Q, qui restera constante, on obtient l’équation des oscillations 


© 
Ds 
a 


transversales de la tige en remplaçant S De . En efïet, les conditions sont 


les mêmes à la seule différence que 


uxs (0, )— _. 
et 
us (0, =, 
donc 
u (x, D=RTS y ee Vas ax V p+sin œr V p) 
et 
l er 
ce 8 EVE (ut ten) 
LA 
LS (=) € (= )} #- Es | PA (cos sin) ax + 
L 
+] s()-c(aile} (11.178) 


$S 12. Applications du calcul opérationnel à la 
théorie des fonctions spéciales 


1. Fonctions cylindriques. On appelle cylindriques des fonc- 
tions qui sont solutions de l'équation différentielle de Bessel 


x" (t) + ix (D + — n)zx(t) = 0, (12.1) 


où n est un entier. On cherchera la solution par la méthode opéra- 
tionnelle. Supposons que la solution x (t) appartient à S et que 


x (p)=p | z(tie-Ptdt, p=o—+ir. (12.9) 
0 
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Dans ce cas (cf. (5.66)) 


G)=& (p) 
2 (D) = pT(p)— Pro. (12.3) 
2" (i)= pt (p) — Pro — Pau: 
Où 2, = & (0) et x, … (0). 
Eu égard à (cf. (5.61)) 


d (se = Ce t | -pt dt 
si = | 70 t\e-rt dt LS | 
il vient 
a (= —p + @), (12.4) 
d? 
Br (= PT (2). (12.5) 
e (12.3), (12.4), (12.5) on déduit 
! d Ë ei da 
a (= pr [EP | pe. (12.6) 


9 1! 2 p À P x (p)—p ÈTy PT; —, dd? = 
Pa ()=P Tr ER Pr ler [pæ(p)l. (12.7) 


En appliquant les formules (12.5), (12.6), (12.7) et (12.2), on peut 
passer de l'équation (12.1) à l’équation en l’opérateur x (p): 


par(rz(p) pe D + p (EE) 57 (p) 0 


ou 
dx(p) , . &x(p) dx (p) 2x(p) 2 dx(p) 
p (2 de Thu }—? ap +p| op dpt 
LR 2, 
+ J—réz (p)=0, 
où encore 
d?x 2 \ dz(p) 2 a 
(1 + po + (p—2) ÉD 4 (72) 7(p)=0 (12.8) 


Dans cette équation différentielle, p = © + it est un nombre com- 
plexe. Pour la résoudre, faisons le changement de variables p — 
= sh z, x (p) = th zw: 
1+p=1+sh?z ch?2z, = chz. 
dx (p) d(thz-w) dz Â w th z dw 
dp dz dp = (x + th 2) —Ghes l che dz ? 


dx (p) ( 3 sh zw 2. dw thzshzdw , thzd?w\ 1 
dp? | 


chz 


__ ch#z oh dz ch?z dz lchz dz? 
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3w sh z 2  dw thz-shz dw thz d'w 


TT ch che da chèz dz | ch?z dr?’ ? 
dx EE 2 \ dx (p) 2 — 3w sh z 
2 ee a he a ET EE SEEN 
A+) SE + (p—+) 2 +) se + 
2 9 LD thz dw 
RTC = lé 2 + thz + | hr) (+ <e) + 


+ (— ee mr th zw — 


shzthz 2 th z duw 
ne 2 D os 
+ th + Tps) Fr 


3 sh z sh z 2 2thz 
+(— ch3 z ee ed + sh? z 


—rèthz) W — 


2 
= th Z ALP th zw. 
dz? 


On obtient donc l'équation 


d'où l’on tire 
w = ce"? + ce, 


[1 faut maintenant revenir aux anciennes variables p et æ(p). On a 
Z — pT2 


p=shz=" 5 — OU e—e 7 —2p, 


d'où 

27 — 2pe° — 1 —0 ; 
donc 

e=p+V p?+1. 


On peut distinguer une branche univoque de la fonction V/ p? +1 
dans le plan de la variable complexe p = © + it, muni d’une cou- 
pure le long du segment 6 = 0, |T|<<1. On conviendra que 
V p°? + 1 représente la branche de la fonction, qui prend des valeurs 
positives lorsque p est réel. Or, si p est réel, z le sera de même donc 
e* >> 0, et entre les deux racines de l’équation (12.8) il faut choisir 


= p+y p2+1. (12.9) 
On a 
h z 
DE Vi+ch?z Vi+p° 
donc 


z(p)=th DD = Ci (p+V p2+1)"+ 
PÉS—— 


VE 
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Lorsque ñn—0, la solution de l’équation (12.8) s'écrit 
— P 
Z(D)=—— = J,(t), 


Cette fonction a été examinée au $ 7. Lorsque n > 0 l’expression 
(p + V p? + 1)" tend vers l'infini avec | p |. Donc c, — 0. Posons 
C3 = 1, il vient 


x (p)— 2+1+p). 
En remarquant que 
CURE 1 
0° ca 1 + p— Ù 
V FU OVrEI—P 


On déduit 


TUE ee 

(= (V p+1—p)" 

La régularité de l'opérateur x (p ) découle aussitôt de l'égalité 
1 


_ 1 1 2 1 \-" 
Der (t+e) (x). 
En se servant de cette égalité on peut développer x (p) suivant les 
puissances de L pour [p | > 1. Onse limitera aux premiers termes. 


On se servira de la formule du binôme de Newton 
(A+) = 14% 24 EI NC SE. (12.10) 


qui, on le sait, est valable pour tout « réel et | x | << 1. On obtient 


(ar) titre 
es 
eg 
oncC … 
(TT (be )x 
x (24 + = 


+R mt)". 
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n n n n(n+Ai 1 EL 
ar té temt pr apte |= 


L'on n +2 12+G6n+n(n+1) …: 
2 + 1.2.24.p4 +... |= 


_ 2 a A 7 
= ft re +], 


par conséquent, 
D ee 2 Ne + Hz 
x (P) V/p?+1 (V? +1 p) _ pnpr 2n+2pn+2 mi 
3)(n +4) 
+R +. (12.11) 
Donc, 


D (V p?+1—p)" 


est une fonction. On l’appelle fonction de Bessel d'ordre n et on la 
note J, (t). En définitive, la solution de l'équation (12.1) est 


Ja (t) Eu (Vr+1—p)=F (p). (12.12) 


CG) ET 


OT TE ni T Tea) 


De (12.11) il suit 


Des calculs plus fins donnent 


n+2k 
trs 


La série (12.15) est commode pour le calcul de 7, (£) pour des petites 
valeurs de {. Si t est grand, plus exactement é © n, on a intérêt 
à appliquer les résultats du $ 8 pour déduire la série asymptotique 
de J, (£). 

Calculons le premier terme de ce développement, i.e. trouvons 
la représentation asymptotique de J, (t) lorsque £ — ©. La fonction 


remplit les conditions du théorème du $ 8. Elle possède deux points 
singuliers p, = i et p, = —i, qui sont des points de ramiftication 


dont les parties réelles sont nulles. Comme # (p) est un opérateur 


régulier, F @) remplit les conditions du lemme de Jordan. Pour 
construire le développement asymptotique de J, (n) lorsque { — co, 
ae 


il faut calculer les premiers coefficients du développement de —- 


dans les séries 


P P 
0 v—0 


F (p) _ 5 ce (p 0” A a F (p) _S (2) (p+D. ) 
On a (ci. (12. 10) 


LL y ——— 
Vri+i=Vp—iVp+i-=(p—i)?  (1+8) 2 


2 1-2 21 
LL. L 5 
= VA (p—5 + (pi + (0° +... ], (12419 
1 1 
ve (4) 7e 


3 
=—— | (pi) 2 (p—i) on? +... |. (12.15) 


Pour obtenir le développement de —P au voisinage du point p — i, 


On use que 


rl re (ir p—i Vp+iyr 
De T1 (V p°+1 p)" = (+ — 2) - 


En remplaçant ] et V p?+1 par leurs développements (12.14) 
P 
et (12.15), on obtient 


- . = 
= CE 7 -5e-n+..][t+2- 
1 


mn ® 
LE ((p- ) + (pi) 7 +. …)f— 
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1 
— in + Nil n { 
EE (p—i) “+n(—iù + (+ 
1 
n(n—1) 2\ (ir, AZ 
da 1.2 +.) V 2 (DE se à 
Donc, 
10 = TL RP CES 
9 3 SE Re 2 9 9 
Aie 0 ec = an2—1 (—i}r 
V2 Va" 
Comme = — 0, il n'est pas nécessaire de calculer les coefficients 


T (0) 


ni. 
c{) et CE. Pour calculer V 9i il faut prendre i —e2, donc V 2 — 


— V2e# et 
gui à JT 1 nn TH \. 
(1) (S-xi) SO CE (+): 
Co —=E€ (2)  =-xe ; 
V2 
JT? In 
ef) as ri) Ami, LEE 
A 2 Ai PTT 
Le développement de re au voisinage du point p = —i se déduit 
de façon analogue. On aura 
nn , TL ) , 
: Eee A 
ec) —  — 
V —2i V2 
In , TH \. 
AE 4n?—1 in 4n?—1 +7): 
É HO Vu «V2 
Le premier terme du développement asymptotique est 
eite() e” tte?) F LE AE LE à (GR - 
! Hi ! + V x 5 Vi 
ET D: 
2 2 
2 
= À cos nr ne SE 
Donc, lorsque { — ©, 
FA an 
= V/ Loos (+), (12.17) 
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Le second terme est 


ce ne pr. An? —1 : 2 47 
eh \ 22 EH ir (—— 43/2 

r ( 3): ay 7) 

Or r(- +)=—2 V x, donc 
ete) + erite 02) D Aanè—1 . nn n° 
dé Po HERO FES sin (4): 
(D L 
2 


2 nn I an—1 . nn TH 1 
lie | cos (t— +) TZ sin(t— +) + .. . |= 
EL 3 STn TT { 
En appliquant les méthodes du calcul opérationnel, on peut 
établir de nombreuses relations faisant intervenir les fonctions de 
Bessel. Soit l'opérateur p (J/ p? + 1 — p}". L'égalité 


EE { 1 n 
p(V p+1—p}"— PE (1+V/1++) 
entraîne la réductibilité de cet opérateur à une fonction lorsque 


n > (0. 
Cherchons cette fonction. Soit 


p(Vr+1-—p)"=œ(#), 


alors 
pa (VPE FT p) = —1p(b), 
ou 
a - 
pn(V p+1—p) A) - Ep (&), 
ou encore 
7 Vr+i-p p}"= —t@ (à). 
Donc, nJ,(t)=1tœ(t), d’où 
p(VR+1-p} = 1h (t). (12.19) 
Par ailleurs, 
2 O4 net OO PI PET = 


D 


p+1—p) ee 
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d'où 
n21(1+p?)—p1Vp?+1] 
2 1 => = 
(V r?+1—p) PR 
=9p (Vp°+1—p})"; 


Jai (£) me J'h+1 (£) — Vrri = 
et (cf. (12.19)) 
Ts (0) + Ja (0 = 7, (D. (12.20) 


On peut obtenir une autre formule de récurrence pour les fonc- 
tions de Bessel à partir de la différence 
D — __ DL {— p}° 
V' r°+1—p 


= (WVrri +1 p}". 


Tnt (£) = J'a+ (£) ss 


Or lorsque dos on obtient 
= — (V pi +1—p) = pr, (0 = Ja (D, 


VRAFT Du 
donc 
1 (2) — d'au (2) = 2/ a (©. (12.21) 
La formule (12.21) est valable pour nr = 0: 
Jo) = —J,; (à). (12.22) 


L’équation différentielle de Bessel (12.1) est du second ordre, 
elle admet donc deux solutions linéairement indépendantes. En 
théorie des fonctions de Bessel on démontre que cette équation 
admet une solution dont le développement asymptotique lorsque 
t — co est V/ sin (: (+). Cette solution notée Y, ({) s’ap- 
pelle fonction de Neumann-Bessel du second genre. Parfois au lieu de 
Yn () on rencontre la notation V, ({). Donc, lorsque nr — 


= sin(i- #), (12.23) 


De (12.23) et (12.17) suit l’indépendance linéaire des fonctions 
JA (&) et Y, (t). Aïnsi, toute solution de l’équation (12.1) est _——. 
tible d’être représentée par une combinaison linéaire c,J, (t) + 
+ C2Yn (t). On prouve que le point { = 0 est singulier pour Yh (£). 
Ceci vient du fait que é — 0 n’est pas un point régulier pour l'équa- 
tion (12.1). Par analogie avec l'égalité cos ® + à sin ® = e+#9, 
on peut introduire les solutions de l’équation (12.1): 


H9 ()= Ja (8) +iYn (0) 
HD ()=J7, (D —iY, (P. (12.24) 
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Les fonctions cylindriques H% (t) et HŸ (t) s'appellent fonctions 
de Hankel. 

Toutes les fonctions cylindriques étudiées ici sont prolongeables 
dans le domaine complexe, i.e. on peut envisager les valeurs de 
Jn (D, Yn @), Ha (t) et H$ (t) pour les valeurs complexes de t. En par- 
ticulier, de (12.13) il vient 


n+2k t \n+2R 
SCA) (5 
RG 2 El in k)l oi 2 kl(n+k)! 


La série de droite est désignée par Z, (é) : 
: ) 
— 2 12.25 


C’est une fonction cylindrique appelée fonction de Bessel de i. 
On a 


in 


I, (=e 2 J, (it). (12.26) 
Si dans l’équation (12.1), on fait le changement £t = it, on obtient 
dx dx dt 1 dx dx i d?x 


dt dt dt à dt’ dt dv! 
et l’équation s’écrit 
dx 


te RTS — (Ti+n)x=0, (12.27) 
Cette équation est vérifiée par la fonction J, (it), donc Z, (t) sera 


solution de l'équation (12.27). 
Soit À, (t) la deuxième dégbe eu de (12.27). Elle vaut 


En ()= 


La fonction cylindrique X, " est parfois appelée fonction de Mac 
Donald 

L'équation (12.27) peut être résolue par la méthode opération- 
nelle comme l'équation (12.1). Dans ce cas, l’image opérationnelle 
de Z, (é) est 


JTè 


CT HO Gt. 


In (D= = ee LU OU À AL (12.28) 
On obtient le développement asymptotique de 7, (t) lorsque £ — © 
en se servant de (12.28). Les points singuliers seront p, = 1 et 
Pa — —1. On ne retiendra que p = 1. Le développement au voisinage 
de ce point est analogue à (12.6). Tous calculs faits, lorsque £ —- co, 
on obtient 


t 4n? —1 
nO- (+ ...). (12.29) 
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Donnons sans le démontrer le développement asymptotique de 
Kn (t) lorsque fé — œ; 


Key (ir fét+..). (12.30) 


Dans les applications on se sert souvent des fonctions cylindri- 
ques avec leurs modifications, notamment les fonctions 


nn +2 k 
R—0 
=  — —4)}ÀR ;h 
1,(2Vi)=t > Re (12.32) 
R—0 
et 
Y,(2Vt), K,(2 Vi). (12.33) 
e (12.31) il vient 


ph +V 


TZ = : 1 
LOVE porn = 2 PRÉ 
d'où £21,(2 Vi) =— 
P 
De là suit (cf. (5.56) 
— À 


(+) "2, (2 VA)= er, (12.34) 
p” 
de façon analogue, 


(-—) "7, (2 VA)= g (12.35) 


2. Polynômes de Laguerre. Au $ 9 G. 7) on a introduit les poly- 
nômes de Laguerre 


v 
4 


sh 
L,(t)= > 5 » (1 ( ) (12.36) 
où À = TE Si l’on remplace _ par _. dans (12.36), on 


obtient l’image opérationnelle des polynômes de Laguerre : 


L, (=D (—1Y (5), 
RkR=0 P 
ou encore 


L, (t)= (t——)". (12.37) 


L'égalité (12.37) peut servir à la définition des polynômes de La- 
guerre. En vertu de la propriété 4 du $ 9, il vient 


-t a . 
e L, (= 2 (1 5) =(2) (12.38) 
Si l’on met cette égalité sous la forme 
_t LAN P 
(J L,(t)=p (p+1)7t1? 
et eu égard à (cf. (5.46) 
— = ( tle-t 
(p+ 1) ont /? 
et à (5.23), on obtient 
__ +an net 
LL (D=e (+) (12.39) 


(12.38) entraîne 
et (Lun (DL (= (Es) (2) = 


P 
GE) (EE) (ED et = 
L | e"Ln (u) du, 
1.e. | 
et(L,(t)—Ln (6) = À e"L,, (u) du. (12.41) 


© 


De l'égalité 
n (La (0 — Zn (6) =n| (1-2) (12) _ 


p 
Ce 
= (1 P | a 
il suit (cf. (5.61)) compte tenu de f({)=f(p) 
L t 
df 
— _ f (u) du — 1 (#): (12.42) 
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on a 
t 
n (Zn (= En (= —p{ | Lau) du—il, (0 |; 
0 
d’où il vient 
n (Zn (0) —Ln(t)=t EE, (42.43) 


Les polynômes de Laguerre sont solutions de l’équation diffé- 
rentielle 


tx" (t) + (1 — 6) zx" (t) + nx ( = 0 (12.44) 
Pour le prouver, cherchons l’image de l’équation (12.44). Supposons 
que æ(i) =zx(p). On a 
z'(t)=px(p)— pros 2" (t)= px (p)—pro— pri, 
25= 40); Lex. (0). 


, x — DTg dx 
” d — DT — DT 
tx Dep EPA DE Pas Le [px (p)] + Po. 


Donc . entraîne 


pe LP & (PI + Pto + Pa (p) — pao+ P + En (p)— 0, 
OU 


p(i—p) 0) + rx (p) = (12.45) 


Séparons les variables 


2 = _7 (++) à, 


d’où 
Inxz(p) = —nlnp +nin({—p) +ilnc 


= n 
ou æ (p) = c ie où c est une constante. 


Donc x(t) = cL, (t) est solution de l’équation (12.44). 
Soit m un entier tel que m € [0, nl. Calculons l'intégrale 


n! 


| mr, (é) et dt — [an ss (=) dt (12.46) 
0 0 
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en se servant de (12.39). Une intégration par parties donne 
À mL, (0 et dt — 
Û 


1—= 00 


… im  qn-1 fret _ Mol dn-1 tNet 
= rame (or) | me (Sr )ét 
0 


Si nñn = 0, L,(t) = 1 et l’intégrale (12.46) se calcule sans peine. 
Elle vaudra 


tM-ie-t dt = m 1 


= (éte-t) = 0 pourr E [0, nr — 1l. 


Ceci s'établit aisément si l’on applique la formule de Leibnitz pour 
calculer la dérivée d’ordre r du produit {"e-t. De toute évidence, 


Supposons que # >> 0. Alors lim 
t+0 


: ar 
lim —= (tte!) = 0 
too dir ( ) 
et 


O0 O0 


| ML. (be tdt= —m Î ps (e) dt. (12.47) 
0 0 


D'où il suit 


| PL, (0) et dt =(—1)" Î LE (ee) dé, 
0 0 


donc 
[ tmln(t)etdt=0, simefl0, n], (12.48) 
et pour m—=n | 
(wz, (te dt=(—1yn! (12.49) 


0 
De (12.48) et (12.49) on déduit l’une des plus importantes propriétés 
des polynômes de Laguerre. Entre deux polynômes quelconques 
L, (t) et L; (£) on a les relations 


À L(Olntbetdt=0, n#£k, (12.50) 
0 
| Li(De-tdt=1. (12.51) 
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On sait que les égalités (12.50) et (12.51) traduisent le fait que la 
suite des polynômes de Laguerre 


L, (4) — LS 

L, (&) — { — 1, 
L(=+(2—4+ 2), 

La (D = (6— 186-9255), 


forme sur la section # € [0, œ[ un système orthonormé de poids 
op (&) = et, (12.50) découle de (12.48). En effet, si n =£ k, sans nuire 
à la généralité on peut admettre que k << n. Or Z; (t) est un poly- 
nôme de degré k, donc en vertu de (12.48) il vient 


| La (6) La (9) et dt=0, k<n 
0 


Pour prouver (12.51) on remarquera que la définition du polynôml 
Ln (t) entraîne 
_ NE nt LOU (—1)7 
LD= (1) + TE + Qu (6) 
Où Qh_, (é) est un polynôme de degré inférieur à n. De (12.48) et 
(12.49), il vient 


O0 


Î LOL (Det d= > | LA (Det di+ 

0 0 

+ [On (8 L, (® etdt= PL, (0) et di = CMS 1, 
0 0 


De la théorie générale des systèmes orthogonaux complets (cf. (271) 
on sait que si 


= | f(#) Ln (t) et dt, (12.52) 
0 


sont les coefficients de Fourier de la fonction j ({) et que celle-ci 
soit telle que 


| | f (Bet dt < oo, (12.53) 
0 
alors la série 
D anLn () (12.54) 
n=0 
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converge en moyenne vers la fonction f (f) avec un poids e-*. Cela 
veut dire que la limite 


lim | OZ axLn (#) fe * dt =0 (12.55) 


nm +00 


Moyennant certaines conditions supplémentaires (cf. [27]), on a la 
relation 


> anlntt)=f (t). (12.56) 
n—=0 
Enfin de (12.55) et compte tenu de (12.50) et (12.51), il vient 
Sa À | f G)l2e"t dé, (12.57) 
n—=0 0 


ce qui entraîne la convergence de la série > a2. 


n=0 
Une généralisation de (12.57) est l'égalité de Parseval 


O0 


D ab, = | fé) g(tet di, (12.58) 
n=0 (ù 


où 


nn | gt L, (et dt: À gb Pet dt < oo. 
0 0 


La série >) ab, est absolument convergente. En effet, l'inégalité 


= 
de Cauchy-Bouniakovski entraîne 


S jai Y Sa V D < o. 
n=0 n=0 n—=0 


Or les séries D a? et > b2 sont convergentes, donc la série 
n=0 n=0 


O0 


2) anbn l’est absolument. Les formules (12.56) et (12.52) peuvent 
n=0 
être utilisées pour développer la fonction donnée f(f) en série sur 
les polynômes de Laguerre. 

À titre d'exemple cherchons le développement en série sur les 


polynômes de Laguerre de la fonction f(D=e- ta > ——. On a 


O0 


an = | el, (te tdt= | L,(tie-G+et dt; 
0 0 
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compte tenu de (12.37), il vient 


= re (it): 
donc, 


_r 1 1 
Net 5) La), @>—— (12.59) 
L'égalité (12.57) devient ici 


sl an 
a = (1 :) 
\ e2-tdi=S sis 


(+a) 
0 n=0 
OU 
1 { s 1 2n 
1+2a (1+ay 2 (1-rFa) 
N—= 


La véracité de cette égalité s'établit immédiatement. En effet 
si dans (12.59) on pose À = 1 — 


1 
ur, on obtient 
js 
He TE D NL, (E. 


n=0 


Autre exemple: cherchons le développement en série sur les 
polynômes de Laguerre de la fonction logarithmique 


O0 


_ (ée-t) dt. 


= | Intl, (De tdt= | In 
0 0 


Une intégration par _— pour nñ>>0 donne 
n O0 


An —= — — 


_ -t 
Tir (Pet) di = 
0 


n | 


= (range À; 
n L 


et pour 2 —=0 


— | Intetdt=["(1}= —C 
( 
C = 0,057721 . 


.. est la constante d’Euler; donc, 
. En (6) 
Lni=—C— 75 =. 
n=1 
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(12.60) 


Pour développer f (f) en série sur les polynômes de Laguerre, on 
peut se servir de l’image opérationnelle de ces derniers. L'idée de la 
méthode consiste à remplacer la fonction f ({) par son image opé- 


rationnelle : 

f () = f) (12.61) 
et à développer la fonction j (p) en série sur les puissances de (1) | 
Si on obtient ce développement, i.e. 


F)= 5 a (1-25), (12.62) 
n=0 


en revenant à l'original on déduit le développement de 


j (t) ss 2 AnLn (£). 


Indiquons maintenant une méthode pour développer f (é) en 
série sur les PER de Laguerre. La formule 


ve )...(u—n<+1) 
ÈS = 3 (1 EE ED 7, (0) 


entraîne pour  —n# qe est un entier) 
n 
in 
=D (SE) Le (D. 
k—0 


Si désormais f (4) — f(p) et f (p) est un opérateur régulier, alors 
pour [P1>P 


An _ ant , 


et la série de puissances converge pour tous les # € [0, oof (cf. $ 7), 
donc, 


= Sas D (—1ÿ ( k ) La (®). (12.64) 

n=0 R—0 

Cette série peut être ramenée à la forme 
= D (n) (1 
fHo= > (10200 z, (9, (12.65) 
n= 0 
où Di) = >, ant" et le rayon de convergence de la dernière série 
n=0 


est supérieur à un, ie. p, > 1. Cette réduction se réalise le plus 
aisément si (12. 63) est mis sous la forme symbolique 


= (1 —L(t)". (12.66) 
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Pour calculer (1 — Z (t))* avec la formule du binôme de Newton 
il faut remplacer (L (t))* par Lz (#). Ceci posé, on peut mettre (12.64) 
sous la forme 


O= À a (LE) = (LE). 
Par ailleurs, le second membre de (12.65) est égal à 
> ne. oh M D 1,(0= S (—L (y (1) 
n | 
6 


d'où suit l'égalité (12.65). Dans les calculs on s’est servi de la for- 
mule de Maclaurin 


f(z+h)= Y PAPER 


n | 
n=0 


Supposons, par exemple, que f(t)=dlo (2 Vi) s > TT 
n=0 
(cf. pt. 1); il vient 


D{i)= > —=é, 
n=0 
donc 
D (1)=e, 
et de (12.69), il suit 
I, (2 VD=S (— 1) La (). (12.67) 
n=0 


Prouvons que les polynômes de Laguerre peuvent être mis sous la 
forme intégrale 


L, (= fe gr, (2 VE) dE (12.68) 


nl 
0 
À cet effet, on remarquera que 


En 
Jo (2 V LE ) —6 ? , 
par conséquent, (ci. (12.38)) 


MAOEES AMSETE 
0 0 


] ] n+l 
DT PRE ET deu 7 1 dom LL Le (£). EH 
(+) 


Pour clôre ce paragraphe, considérons les polynômes généralisés 


de Laguerre L® (4), & > —1. Ces polynômes se déduisent à partir 
de la relation 


21e (9 = TER) (1 +)". (12.69) 
On a 
1 j\% < Rs - er sé 
p% (1 nu —) = (1 k | ph+a = 2 (1) ( | P'(Lk+1) 
donc, 
P'(a+n+1) + eh 

Li” OT 2 (2) rer 

Comme 


l(a+k+1)=(a+i)(a+2)...(a+k)T(1+a), 


on obtient 


=D (Tr) (12.70) 


De (12.69) et compte tenu de (5.57), il résulte 


AE EL mem) p ( . | )" 


n | (p+1)2ti p+i 
OÙ 
tar) sn _ D (G+n+1) 1 p \"# 
PEL (= ST (+) (12.71) 
L'égalité 
e7 aa 


P — 
(p+aÿttt  l(a+1) re) 


entraîne pour a >—1 


tarte) ns l(œ+n+i) x P e 

EE LR (= — p DE DT — 
__l(a+n+1) TUE 1 AN | _y,n+a 
Es n | p° Dnta+1) on! di (er ). 


On a donc montré que 
et S dan 
ni din 


315 


L? (= (Her (12.73) 


On montre que les polynômes généralisés de Laguerre sont des 
solutions particulières de l’équation différentielle du second ordre. 


tx" (D +(+a—t zx" (à) + nx (ti) = 0. 


Cherchons la fonction génératrice des polynômes de Laguerre. À cet 
effet, multiplions les deux membres de (12.69) par À", [A | < 1 
et sommons sur A entre OÜ et co: 


ES NL = 2 TOŒRREN (1 +)" 


n=—=Ù0 n=0 


On remarquera que la somme de la série 


S l(atn+i), 
0 ” 


se calcule sans peine. En eïtet, 


5 EEE + A=T({+a) ÿ GER C2) = (GER) yn 
n=0 n=0 


=T({+o) 3 (1 (7, )#=r(A+a (a tre, 
n=0 
donc 


j rep (tip 


P _. 1+@ 
Loi (: P |. 
_ p'iT (+) T4) p+4 | 
_—\ NEC 14 À 1+@ ? 
(p—Àp+ À) d—n)t+a (P+ + ) 
et 
s% D a" L(@) ()— F(a+1)p 
1 À 1+@° 
n=0 (1—A)° T9 | p+ + | 


L'égalité (12.72) entraîne 
à 
ya, TA 


+ EL: ip Fo À re T@F1 


par conséquent, 


(02 = 
° S NLE G= Re T CT 


n=0 


916 


et 


1A 
e AEX 
n r(X) € 
> À Ly (ë) = (d—A)1+4 e 


n=0 
En utilisant l’expression des polynômes généralisés de Laguerre 
à l’aide de la fonction génératrice (cf. [27]), on s’assure immédiate- 
ment moyennant une intégration par parties que 
à k r(k) œ —t 1 Û k 
| PL (ed | 

n | 

0 0 

pour k=0, 1, 2,..., n—1. D'où il suit (cf. (12.70)) 


dn 
din 


(ET %e"t) di = 0 


| LE (6) L® (6 Let dt =0 
0 
pour »m = n. On a donc prouvé l’orthogonalité des polynômes géné- 
ralisés de Laguerre L® (f) sur la section [0, ol avec un poids 
p (f) = ie, &œ > —1. 
Soit à calculer l’intégrale suivante pour m = n: 
| LE (9 LO (6 Pet dt. 
0 
En remarquant que (ci. (12.70)) 
—1yn 
LP (= + 
et compte tenu de (12.75), il vient 
[2 O (9 2® (9 etat = | LLIP (1) et dt ; 
0 


nr 


e/ 


0 


une #-uple intégration par parties donne, eu égard à (12.73), 


| LM (6) LP (0 Fe! dt = — he je (0%!) di = 
0 0 


(tr C n+œ -t 7, l(a+n+ti), 
= —— | Pet dt = TE ; 
0 


donc, 
[LP (ÿ et dr = TON, (12.75) 
0 
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De la théorie générale de développement des fonctions en série 
sur des polynômes orthogonaux, on sait que si une fonction f (+), 
t E[0, œl, est telle que 


| Lf O2 et dt € 00 
0 


et le système de polynômes orthogonaux est complet, alors la série 
de Fourier sur ce système est 


ÿ a, L® (6), (12.76) 


n=0 


où les coefficients de Fourier 


ft) LO (+) 1e dt 
Œh == _ 


L (12.77) 
| {LRO (1) F7 1% di 
ô 


? 


convergent en moyenne vers la fonction f (t). Cela signifie que pour 
les sommes partielles 


N 
Sx (= 2 anLn (0) 


On a 
Jim | 1FG)—Sx (0 12e" dt —0. (12.78) 
—+ 00 


Les polynômes généralisés de Laguerre L® Did, 1 2, ::: 
forment un système complet. Voir démonstration dans [27]. De 
(12.78) il résulte que si la série (12.76) est convergente au sens ordi- 
naire, elle le sera vers la fonction f ({) au point de continuité de cette 
dernière. Donc, moyennant quelques restrictions sur j (t), restric- 
tions que nous omettrons par manque de place (cf. [27]), on a le 
développement 


1@= D a L® (6). (12.79) 
n=0 
Si l’on pose 
À — | f (LE (0) et dé, (12.80) 


0 
il vient, de toute évidence (cf. (12.79)), 


n | 
An = Ah ; 


TI (n—a+1) 
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et 


f (t)= AL (0 (12.81) 


: CEE) 


Les polynômes L® (t) peuvent être représentés par une intégrale 
de fonctions de Bessel par analogie à (12.68); plus exactement 


FLE &=-T | Ja (CVE)E Det dé. (12.82) 
0 
Pour démontrer (12.82), on se servira de l'égalité 
— œ 
on: (+) 202VE, a>—1. (12.83) 
P 
Soit l'intégrale 
ete e D dé=t? | ete 2 TJ, (2 V5) dE. (12.84) 
0 0 
On a 
O0 E 00 1 
| Rene 1 ep de | grrr (tr) dE = 
0 p” p y 
l'(n+a+1) … HER ( p + 
RP PE NT Sue meer re us =: : 


et, en vertu de (12.71), 


e = 

| "à -Hi Te P dé=nle L® (6. 

0 

La dernière égalité et (12.84) entraînent visiblement (12.82). Si- 

gnalons encore une formule importante faisant intervenir les poly- 

nômes L® (+): 
AL (5) Lx _ 

3 BCE 3 ex (A) 2J(2VX), (12.85) 

N— 


Pour la démontrer, multiplions les deux membres de (12.69) par 


et et sommons sur # entre 0 et : 
m+a+ 1) 
(@) =) 1 
moi ae) à 2 
D 
T(n+a+1) p® p® 
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Cette égalité et (12.83) impliquent (12.85), 
Pour & = ïil vient de (12.85) 


gen 5 M 7 (9 VT). (12.86) 
—( 


Calculons pour l'exemple l’intégrale définie 


O0 


[VE (Ve at. 


0 
De (12.86) on a 


= L 2L, 7. s rLy 
JT (2VE)=ers S F0 J(2Vin)=en 120, 
n=0 n—=0 


En remplaçant les fonctions J, (2 VtË) et J, (2 Vin) par leurs dé- 
veloppements en série sur les polynômes orthogonaux de Laguerre 
et en intégrant, on obtient 


| (VHS (2V m)e tdi en 3 free (2 V En): 
0 n=0 
donc 


[u, (2V TE) JT (2V En)e-tdt=e-Erm7,(2V/ En). (12.87 
0 


Si dans (12.80), on remplace L ({)f* et par l'intégrale 


Œ 


LE (4) Te (21 Æ) ET Let dE, 


alors 


= 
2 


4= (ET dt | D (2VA)E Vert de. 
0 


Supposons que 


O0 


| 1F@ 1 dt < 00. (12.88) 
0 


Dans l'intégrale double, on peut alors intervertir l’ordre d’inté- 
gration, et 


de [TE & | 697 Ja (2VÆ) (6) de. 
( 
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En effet, sous les hypothèses admises (ct. (12.88)), l'intégrale 


Œ 


FE= | (EE? JS (2%) f (4 (12.89) 
0 
converge absolument ; donc, 


O0 

ne - 
4= | 

0 


De (12.81) et (12.85) on a formellement 


E p(E)dt. (42.90) 


a n | L(®) (t) _ _ e$E" L(@) (é) 
f ()= 2 Tirer Faro = 2 lrurarn ? (E) dé — 


OO 


e EL) (#) 
= | re D rarern dE = 


OO 


= [GT (VE) FE dE. 


0 
Si f (t) vérifie la condition (12.88) et qu’au point £ la série (12.81) 
converge, (12.89) entraînera 


f(#)= | «a 3 Ja (2 V/ TE) F (E) dE (12.91) 


sous réserve que 


CO 


Op ere (s) É En7( (4) 
ee _ 26 TS 
à | rapen F ( | e FE > rap %Æ (41292 


On peut donner une forme plus symétrique à (12.89) et (12.91) en 
(e 4 
posant f(é) 2 — (ft). On a alors 


D(E=E 2FE)= |J(2V #)p( à 
0 


et de (12.91) on déduit 


PO= HE TETE LIVE rE ET vE 7 (2V#): 
0 


0 
donc, si 


O0 


DE=|pHT2V EH), a>—1, (12.93) 
0 


21—0936 394 


alors 


pÜ)= | DE) Ja (2 V2) dE (12.94) 
0 
Les transformations intégrales (12.93) et (12.94) appartiennent 
à une classe de transformations appelées transformations de Fourier- 
Bessel. Ces transformations sont très importantes en pratique. Les 
intégrales de Fourier-Bessel sont étudiées plus en détail dans [2]. 
Ici nous n’avons donné que la déduction formelle des formules 
(12.93) et (12.94) sans mentionner les conditions exactes que doit 
remplir la fonction œ (t) pour que (12.93) et (12.94) aient lieu. 
3. Relations fonctionnelles contenant quelques fonctions spé- 
ciales. Voyons des exemples d’application du calcul opérationnel 
à la déduction de quelques formules contenant des fonctions spé- 
ciales. 
Soit 
th 1 
OS TETE 


O0 


Eee} eS (fn) (1h ue 


n—=0 
La série (12.95) est convergente pour 1. <T 1. Si l’on pose 
p = 6 + it, on obtient | < 4 ou (o — 1}? + Tr? < 6° + 7°, 
d’où 1 — 26 < 0. Donc, lorsque Re p = © — , la série (12.95) 
est convergente. De (12.95) il vient (cf. $ 7, théorème 2) 


ho + n M1) +. (u— +1) 
a = D (M ED 7, (9). (12.96) 


ét + EE LC CS (). (12.97) 


On montre que la série (12.97) est convergente pour t € J0, œf et 
ts 1 


Re s > _ . On admettra que Res = Dans ce cas f (t) — To 
vérifie (12.53). La série (12.97) en la variable complexe s s’écrit: 


D (—1y ED ER (12.98) 
n=0 


Les séries (12.98) sont appelées séries d’interpolation de Newton. 
En multipliant (12.97) par f (f) e-* et en intégrant entre 0 et oo, 
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on obtient pour Res > 


O0 


Do — | és 1f (het dt = 


D'(s) 4 
= D (7 LED EE a (42.00 
où s 
à — / 4) L, (et dt. (12.100) 
0 


et la fonction f(t) vérifie la condition (12.53). L'égalité (12.99) 


est un Cas particulier de l’égilaté (12.100) lorsque g (£) — Fe 
Re >. En effet, g(t) vérifie la condition (12.53) et 
EL Fe fS—1 Li L 4 C st dn tnert 
bn = | Fr net dt= È _ () di. 


Une intégration par parties (cf. (12.47)) donne 


EH (—1}t(s—1)(s—2) ... (s—n) C S=n—-1+n,—1 
RP À (4 dt. 


OT 


O0 


| tS-le"t dt =T (s), 
0 
donc 


1:2%22n 


Par conséquent, si la fonction f(t) remplit la condition (12.53) la 
série (12.99) est absolument convergente pour Re > On a ainsi 


démontré le 
Théorème. Si 


D(s) = is-1f (t) et di 


et 


[f(G)l?e di < oo, 
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la fonction D (s) se décompose dans le demi-plan Res > Len une série 


d'interpolation de Newion absolument convergente (12.99). 
Appliquons ce théorème à la décomposition de l’intégrale 


4 [ s—1 ï EL 4 4 tS—le—t dt. 
F (s) | het Ps) J 1+e-t 
On a ici 
1 
L) = ———— 
= 
et 
An = | Ln Det guy | Ln () dt : 
À 1 +e-t 1+ et 
donc, 


Res >. 


Par ailleurs, si Re s > 1, alors 


À C 15 let EE = AA 1 s—-1 ,-nt-t ne 
r& | = Dr jeté 


—1 
1e n=0 0 


(= S Res>1, 


ns ? 
n= 1 


>; { 
est la fonction dzéta de Riemann. Donc, pour Res > + 


.- - n (5—1)(s—2) ... (s— L,(t)dt 
(i— 28)6 (= D (—1) END en | ee . (12.101) 


n=0 


Autre exemple. Soit la fonction 


f()= —Ei(—t)= | du. 
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F(p)=In(i+p) (ce. 713) 


où 
m({+p)=imfi—5 (15) ]+m2p 
Comme 
Net. + 
il vient 
(in 
In ({+p}=In2p— D —"— 
n=1 


En tenant compte de (12.37) et de 
Inp=WYW({)—Int= —-C—Int, 


on obtient, en définitive, 
In({+p)=in2—C—Iinti-— 7 0 


n=1 


ou 
Û eu ; < La (ë) 
—Ei(—9= | — du=in2—-C-—Int—S 2, (12.102) 
LA n=0 
Comme ZL,(0)=1 et Y» _ = — In —=In 2, on peut mettre 
n= 0 
(12.102) sous la forme 
—Ei(-ÿ=-C-Int+ S ZOO, (12103) 


n—=1 


Cette série est commode pour calculer les valeurs de la fonction 
—Ei (—{t) pour de petites valeurs de #, 40. 
Supposons maintenant que ft) = d; (2V/t). Prenons le cas 
plus général, f (4) — J, (2 V At), où À est un réel quelconque fixe. 
n à 
- 
JT (2V M)=e ?. 
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_ À { ) ut (i—=) à" 
J(2V W)=e Pet Peter 5 RE, 
n=0 
d’où 
n és À Li 
J(2V H)=e-r D RmPO (12.104) 
n=0 
À noter qu’en faisant À = —1 dans la dernière égalité, on obtien- 


drait la formule (12.67). 
Citons encore quelques exemples de déduction de formules con- 


tenant des polynômes de Laguerre, de Legendre et des fonctions 
de Bessel. 


Exemple 1. Prouver l'égalité 


s Ln(t) _ ; c eTu 
D = | — au. (12.105) 
n—=Ù0 l 
De (12.59), on déduit par une intégration sur À 
00 1 
La (t) _T At \ dÀ 
2 n+i | EVE 
n—=0 0 
Ai | u du { 
= ] t ms : == — = —— 
Posons 0 il vient À ee. dÀ Tu et 1—À Er et 
Ç La () C ru 1 e* : 
> at = | due | — di 
n=0 0 l 


Exemple 2. Montrer que 
D Ln (t) La (E)= e$6 (t—E). 
n=0 


La convergence de la série équivaut visiblement à la convergence opérationnelle. 
On a 


O0 


. | 1 \" 
2 Ent ln @= 2 (1——)" LE) 


n—=0 


et (ci. (12.59), où il faut remplacer À par 1——) 
D Ln (t) Ln (E)= per PTE 666 (t —E). 
n=0 


Exemple 3. Démontrer que 
t 


. __e? t,/1+ ; 
2 Pa En Dee (VS) (12.106) 
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où P, (zx) sont des polynômes de Legendre. 
On sait que 


- 1 
ÀAnP LT) = 
2 Pr ee 


L 


en faisant 1 on obtient 


1 _ p 
T2 /, 1 
V L 4 po—2pt (1——) 2+(p—1Y 


PE mm EP 
——— — e 


La relation 


entraîne 


PU A UE p —P 2 
MCE TT: V'(—BP+e V(p—B +0 


Donc, lorsque FE et. Pr = 


pa 2: 1— x 
U 
l P _ 2 LA J A+z 
FR Vieille Fa (> L Teri L 


Exemple 4. Montrer que 


TS LUE) n(+)&(s) sul 19407) 
en 2 + I, (+) K, (+) pour E > +. 


En appliquant l'égalité de Parseval aux polynômes P, (x) et eu égard à 
+1 

Pr (aid 

1 

+ | La Her 


il vient de (12.106) 
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.« , r { T \ 21 
Pour calculer Îla dernière intégrale posons V/ =, d’où x? : 


ÿ + 
2 4y dy 
{—z— —— et di —- ; et 
1 +- y? (1 +72)? 


FA) CV) | (+) (EE). 


Or, on sait que la dernière intégrale (cf. [26] page 693) vaut 21, (+) Ko X 


? 


jh 


X (+) lorsque Et et 21, (+ (+ =) lorsque £ > 1. En particulier, 
(12.107) entraîne pour E—0 et — 


O0 l 
{ 1420 
n=0 2 
- Li (it) _., l 
D = (r)n(+) 
n=0 RTS 


Exemple 5. Montrer que 


L exp E tÀA(A— x) ], 
; __r tÀ RS 


n—=( 


pour | À | < 1. 
On a la relation opérationnelle 


S ML D Pt= L (i——) fr, = 
n=0 | 


H=0 
1 : P 


ï D Vp2hep(pDiM(pip 
V'i-2a(s +) Fr 


=— P —= 
V pt ({—2hr +R) —2Ap (A — x) +R 
a ————————————_ —_—]—— 
V1—2hr +02 di AG —x) 2 M(1—2hr +) — M (1— x) 
V P 1—-2Ax + A? | L (1— 2Ax+ 22)? 


A(A— x 
_exP ar), US), 


EH VT— 2x + A 1— 2x + }° 
Pour À = x, il suit de (12.108) que 
wi { tx ; 
> ALES (x) L;; (£) — ——— J, (7) (12.109) 
120 12%]: 
ne V'i-z V i—7x 


Exemple 6. Prouver que 


00 1 
ñn+1l 
| Ko (t) Ln (et dt == | 0 (12.110) 
! à V1— 7x? 
En multipliant (12.109) par = et en intégrant entre O et 1, on 
— TL 
obtient 

: n+1P; (x) Lx x dx 

St | - à = | 7 | 

Fe” ” 0 Vi—x? VARIE 


Dans la dernière intégrale, en faisant le changement 


+ 
V'1—7x? d 
d’où il vient 
_ dE ___— { 
_ a+? MST" 


vn obtient (cf. [26], page 692) 


| 00 
4 tx x dx 
|) mr. — À (t); 
Lu Ji | o (#$) {LE : 

JU L Fe 


donc, 
1 
Da ñn 
> Ls 0) | D (£) 
V1 
0 
i.e. les coefficients de Fourier de la fonction X, (t) sur le système Z, (t), 


— pur 
L; (1), -.., L, (#, ... sont déterminés par l'intégrale Vi 


dx. 


Exemple 7. Calculer la somme de la série 
D'ANPa(x) Pay), IAA. 
n—=( 
Dans (12.108), en appliquant l'égalité de Parseval aux polynômes de La- 
guerre, on trouve 
1 


S'ARP, (x) Pa (v)={(4— 2e) (1—2y A) 2 x 


n—0 


Co T(LAG=e) RG) AVI | 
Len te 1)e] (TR d 
0 


| th V1— 7? 
(re ) 
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Or, on sait que 


-. __—— ae + B2 + y 
\e Ja (82) Jo (V0) de = = Qu (ET). 
0 
(cf. [26], page 723). Si v = 0 on a 
0 
Q stchn)=2e * K(e”1), 
Ke: 
ou en posant chn—t# 
1 
Q 1 (=2GHV ET)  K(GHVA—T) 


2 


où Æ (t) est une intégrale elliptique complète du premier genre. En remplaçant À? 
par À, on obtient de toute évidence la solution cherchée. 
Exemple 8. Montrer que 


L An+1Z,, (£) pou Fe eu : eu 
n—=0 l 
1-X 
pour ét >0et|A| <1. 
On a la relation opérationnelle 
EU P 1 + 1 
L (z 1) | 
io 
AntiLh () et P \ . _ 
> — = — la (1 ;)= M A+) in A+ (1 à) p) == 
: : l e © 1. ©. 4 
— — Ei ()+Ei ()=| — au | — du. 
l l 
1x 
Exemple 9. Trouver la somme de la série > nt, 
n—=0 
De (12.111) il suit 
à Me 1! Mo 
rln(je S 1e", À [ 1-2 du 
> et = | a sh =, IRI<t 
n=0 É ë 
En substituant 4—-2 à à, on obtient LP —4t, 2 o-pu— in (1) 
p À p—1 7 p—i | 


donc 


y nt En @ za [Safe 


ME 
| 
= 
+ 
& 
> 
Q 
& 


et 


“a — au pour CE, 
Ln (t) Ln (6) ë 
> 20m E ” (42.112) 
ni ettÉ er Qu pour t > E. 
U 
Exemple 10. Montrer que 
nl “ A ro 
2 Ï K,(2VE)Ere PÊdE= ÉTRC LS (12.113) 
Fe Le pe 
pour Rep > 0. 
On sait que 
are 
K, (2 va= |. | #0 
(à 


par conséquent, 


2 


e 
St g 


Le (2 V €) )Ene-P8 q dE — et dE à dl ; He EtdE— 


I î et IA net dt 
= | A \n+1 (14 + pt) ° 
à (P++) 
En intégrant n fois par parties, on ps 
. e Jin — (et) & _{ 
Ë Le — PÈ _. —————— nt Ln (et dt. 
| A QUE) EE FT 4e p" D ne pr] 14 
0 0 0 
De (12.113), on déduit la formule plus générale: 
_— 
: ; i © Ln (+) _ 
2 | Ko (2 VE) Ere PE = | a. (12.114) 
0 0 


Exemple 11. Prouver la formule 


n 

1 da LN v 7) (EX 

LE en evade SC ( 
v—=Ù 


De (12.114) il vient 


Ky(2V14). (12.115) 


00 n OO _ 
D — _. a n\ ( Éke PdE 
A EC VE) Er E 2 ) G) | rats 
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OT 


ne (+) 3, (2V/Æ) et prtie- PE 507) (4 


— Ë). 


D'autre part, la fonction f (£) — Ko (2 V/ ÀË) Er est telle que f (0) = f’ (0) — 


= ft-1 (0) — 


O0 
à 
nl. 
0 


Par ailleurs, 


donc 


1 
nl dt. 


n 
n\ 
; se __4\k 
Exemple 12. Soit M,—=L, (=)=» 1) re 


où E > 0. 


Dans (12.105), 


> (+ 


OU 


Exemple 


Ko (2 / TE) EnO" (1— €) dé = < 


0, donc (cf. [10], formule (16.19), page 174) 


V 


Î Er, (2 1/6) dt 


V 
— 22%, (21/5), 
A LE » ( V/ tà) 


CA 


[eeK, (2V/1à)]= S —1) MES 


v—0 


CAES 


kR=0 


D () 0 60-449 7 @VE). 


an = 
re LA (2 1/ A) sl. 


Ky(2V 4). 


Montrer que 


en remplaçant t par + et À par Ë , on obtient 


VERRE 
È É 
: 6 \P Ë 
n 1 (14+8)(1- | ) der — 
À Mn (= —@— HE Lu+pbe P, 
12: 
ne 
— En 
D En apr Mn (= do (21/4). 
n=0 
13. Montrer que 
d d'in 
(Hi) et—(— {jan L (t) et. (12.116) 


Remarque. 


Il est évident que 


d d\r _ : 
Tr) e Mint nn) Li (Abe A, 
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Cette égalité est évidente pour n = 0. Supposons qu’elle est valable pour 


un certain n et prouvons qu’elle l’est pour n + 1. Supposons que f (p) = f (t) 


dt dt n ; 
et Br Moyennant des restrictions adéquates sur f (ft), on obtient. 


p\soentasp| Er @erta=r | 4j (Dertat= 
Ô Ô 


0 
if ù d - 
= | went -r + LOI 160 e-pt at |=—p? 7 (p) 
0 
d’où 
D RE EUR (12.117) 


dp 


En faisant f(f —(—1)%L, (t)e-tn! dans (12.117) et eu égard à LA (t) et — 
= (2), it vient 
p+1 | 
Bi(—1)"n!Z (et —(— tt pe (ET 
: dp \p+1 


n+2 


= (— 1) (+1) | = (— 1) (40) LLnu (0 4; 


PRE À 


donc 
B{Bnet]=(— 1} (41)! Lusn (8) ete 


Exemple 14. Montrer que l'image de la fonction f*Z, (t) est 


n | (| | {  gn 
pa PF (+) » Où P? Cr per (1 —x)?]. 


On a la relation opérationnelle 


qui entraîne 


=p D (—1)# " 2 ee, 


Fee ph+itn 
D'un autre côté, 
Poele DA (arme Do (2) (M 
kR—0 
donc, 
Mn = Pa (2). (12.118) 


Si l’on introduit les polynômes de Legendre P, (x), il est aisé de voir que 


(— 1)? Pr (2x —1)= PE (x) 


et 


Dr yn _n! 2 
CO En D = Pa (51). (12.119) 


Exemple 15. Montrer que 


D nr) (no (rt), (12.120 


où LR) — A Lx 
th 


De (12.118) il vient 


ee or (11) co (7) (2) (4) 


= ÿ (—1)# L de É La(t)}. (12.121) 


Le calcul du premier membre nous fournit la solution cherchée. 
Exemple 16. Montrer que 


nn at 


Dem () (Pau Se (e) EVE 
(12.122) 

Cette identité découle immédiatement de la suivante 
px (i—+)=(-0v Ps (+) (12.123) 


Exemple 17. Trouver la somme de la série 


D AL G) PE). 


n—=0 


On se servira des formules 


” 1 
(— 1) Ph (2r—1)= PE (x) et  J'AMPr(x)=(—2k4+M) ? 


0 
On a donc 
00 _{ Ci 
D AnPX (&)= (12h (25 —1)HN) (UAH HAN) À 
n—=0 
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et 


: L 
San, orrt=fi-2 (1) (: +) +4 (1) | — 


n—=0 


1 
= p(Pè—2Ap?+-21p+ pt —2Mp+ MH Arhpi—4rhp) ?= 


1 


= p{p? (A—2A HN 4xh)+2p (A — M2) LA] 2= 


1 Il 
72 À — A2 — 27h 12 2. 


nn _— DR 1 2 2 a 7 
DER EE) (? = RENE IE NT 


1 
EL T9 A2 27} 2 
= ne) (re) + 


bd 


Fous (A — 2h + A2 Re) — (A — A2 — Dr)?” 5. 
DRE © 7 DR _ 


il 
= k—M—27\ |? 
= p(i—21+ A+ 4x) ACiterusresrr) ‘ 


Ah?x (1 — x) 7 2 
Ta — 21 + La | 


d’où il suit 


O0 
21 MEn (f) PA (x)= 
n=0 
1 (A -— A2 2x2.) 


(A2 E A) Le 1—-2A+A7+4AXx J (ES) . (12.124) 


Exemple 18. Calculer l'intégrale 


O0 


2 | ROVD ES ne T, (2 VE +) dë 


0 


De (12.113), il vient (cf. exemple 10) 


ND 
ut | 
LS 
RAS 

à 
® 


2 [x (2VE) Er, (2V/#Æ) dé=nlpr [2 e EU) gE 
0 0 
ni = (-— Van) ]e 


dn in 
Tam (Horn: 
Par ailleurs, 


er (ir D ST ere 


donc 


dm (+1) EH 2) (En) (A) 
apps DONC) Es 


+k D 
—=n!(—1) "D er FE | %: Goom 
or 
Ph (= eq ayte DC (* TRE 
donc _ 


2 RGVD ES ACVEH = Enrt(). (42.125) 


0 


CHAPITRE IV 


CALCUL OPERATIONNEL À DEUX VARIABLES 


$ 13. L'intégrale de Laplace à deux dimensions 
et ses propriétés fondamentales 


1. Intégrale de Laplace à deux dimensions. Les propriétés fon- 
damentales de l’intégrale de Laplace à deux dimensions présentent 
de nombreux points communs avec celles de l’intégrale à une dimen- 
sion. D'autre part, l'intégrale de Laplace à deux dimensions, autant 
que le calcul opérationnel à deux variables, possèdent de nombreux 
traits spécifiques que l’on ne retrouve pas dans le cas unidimension- 
nel. Considérons une intégrale de Laplace à deux dimensions et 
énonçons ses propriétés fondamentales dans le but de justifier le 
calcul opérationnel à deux variables. L'intégrale 


O0 


F(P,9= Lp af (a v}}= | le-Pe-@f(x, y) dx dy, (18.1) 
0 0 


oùp — 0 + iu,q — T + iv sont des paramètres complexes, s'appelle 
intégrale à deux dimensions ou transformée de Laplace. La relation 
inverse de (13.1) sera notée 


f(x. y)=Li {EF (p, ay}. (13.2) 


L'intégrale (13.1) est absolument convergente si existe la limite 
a b O0 oo 

lim | | | eP*1Y f(x, y) | dx dy = | + GXTU | f(x, y)| dx dy, (13.3) 
0 0 0 0 


où Re p — 0, Re qg = t. Dans la suite on supposera l’existence de 
nombres réels o et Tt, tels que (13.3) soit convergente. L'hypothèse 
de la convergence de (13.1) facilite grandement l’exposé pour la 
raison suivante. Par analogie avec le cas unidimensionnel (cf. $ 2), 
on aurait pu penser que si l'intégrale (13.1) est convergente pour 
un certain couple de valeurs des paramètres p, et q, elle le sera pour 
tous les Re p => 0,, Reg>> 7T,. Mais ceci n’a pas lieu pour une 
intégrale de Laplace à deux dimensions comme le montre l’exemple 
suivant. 
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Soit 
{O0 pour x€[0, 2], yE[0, 2] et pour x>2, y>2, 
ur e* pour æ€]2, co], yEI0, 11, 
—e* pour xE]2, co[, yE[1, 21, 
e* pour æ€C[0, 1[, yE]2, of, 
— et pour zE€[1, 2[, ye]Z, col. 
>> 
b 
N 


Pour a>2, b>2,0on a 
a a D 
| f(x, y)dzdy=0, lim | | f(x, y) dx dy = 0, 
0 bas 0 0 
i.e. existe À — 0. D'autre part, pour a>2, b>2,0ona 


© 


a | 2 

— | ePx dz | ex*° Les | e71% dy — e** | e71® dy | + 
2 0 1 
b 1 2 

+ | e71? dy | eÿ | e P* dx — et? | e7P* da | — 
2 0 1 


b 
— = (1 = e 1)? fe — px +x? da+— (1 sp F)* le — Qy +? du, 
2 2 


d'où il suit que si p et gqgne sont pas simultanément nuls, 
lim F#'(p, qg; a, b) n'existe pas. La propriété 3 de l'intégrale de 
€@ — OO 

b — oo 

Laplace (cf. $ 2) ne se généralise pas au cas bidimensionnel, car la 
convergence de l'intégrale 


| e”P?f (+) dt 
: T 


entraîne que les intégrales partielles e-bif (t) dt sont bornées quel 


0 
que soit 7 =>0, alors que la convergence ordinaire de l’intégrale 
(13.1) n'implique pas la limitation des intégrales partielles 


F(p,a:a,b)= | |eP%-1/ (x, y) dx dy, (13.4) 
0 O0 
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quels que soient a=>0, b=>0. Pour que les propriétés de la trans- 
formation de Laplace à une dimension se transposent au cas bidi- 
mensionnel, il est nécessaire d'exiger que pour un couple au moins 
de valeurs des paramètres p et q (dans la suite nous la désignerons 
par le point (p, q)) soient réalisées les conditions suivantes : 

1) l'intégrale (13.4) est bornée au point (p, g) par rapport aux 
variables a>0, b=>0, i.e. 


|F(p, aq; a, b)|< M (p, 9 


pour tous les a=>0, b=>0, où M (p, q) est une constante positive 
ne dépendant ni de a ni de b; 
2) au point (p, q) existe la 


lim F(p,qg;a,b)=F\(p, 0). 


€ — 00 
b—+ 00 
Si les conditions 1) et 2) sont remplies simultanément, on dit 
que l’intégrale de Laplace (13.1) est à convergence bornée au point 
(p, g). Si l’on admet la convergence absolue de l'intégrale (13.1), 
il n’est pas indispensable d'introduire la notion de convergence 
bornée puisque la première inclut automatiquement la seconde. 
En effet, 


Î! 


a b 


{e 


eP*- 9% f (x, y) dx dy|< | \ Le P-1%f (x, y) | dx dy< 
0 


0 
Les propriétés de l’intégrale de Laplace à deux dimensions à con- 
vergence bornée sont énoncées dans l’ouvrage [9]. 

Théorème 1. Si l'intégrale (13.1) est absolument convergente au 
point (Po; Qo), elle le sera en tous les points(p, q) tels que Re (p — p,)> 
Z>0, Re (q di do) Z 

Démonstration. Par hypothèse, l'intégrale (13.1) con- 
verge absolument pour p — p, et qg — q, donc, l'intégrale 


Os, © 


[e PS (x, y) | dx dy. 


Sr q 


| À ne-ne-au (a, y) | dx dy < 00 
0 0 

ou 
| le-cr-nv| f(x, y) | dx dy < oo. 
0 0 


Supposons que 
Re(p—p)=0—09>0 et Re(g—)=T—10>0, 
339 


to 
ar 
* 


il vient 


v 
a b a b 
[lrerta(z, nidedy= | |e-ex-w] f(x, y) | de dy = 
0 0 0 0 
a b 
“1 | e=(0—Co)X—(T-To)Ye — CoX — Toy | f(x, yv)| dx dy< 
0 0 


le O0 
<|| eh TU | f(x, y) | dr dy || 7 oX TU | f(x, y) | dx dy < oo. 
0 0 


A 
D 8 


D'où suit la convergence de l'intégrale 


0 
Théorème Z. Si une fonction f (x, y) est telle que 


[f (x, y) IS WMehs+hu 


quels que soient x >0 et y<0, où M, h et k sont des constantes posi- 
tives, l'intégrale de Laplace (13.1) est absolument convergente en tous 
les points (p, q) tels que Rep > h, Reg>k et l’on a 


eCo%-To | f(x, y) | dx dy. M 


Si & 


er (2, y) | de dy< | | 
0 


D 8 


M 
FAT D Gent: 


où Rep —06, Reg= T7. En effet, 
|| | e = (x, y) dr dy|< | À Le-(HHe- CHU (2, y) | de dy 
0 0 0 


M 


(O—h)(T—k) # 


OO 
£ | | Me-ox-Tue" +} x dy — 
ù 0 


Domaine de convergence. Le domaine de conver- 
gence ne peut plus être représenté de façon aussi suggestive que dans 
le cas unidimensionnel. On remarquera que la convergence ou la 
divergence de l'intégrale (13.1) pour toutes les valeurs réelles de 
(p, q) entraîne respectivement la convergence ou la divergence pour 
toutes les valeurs complexes de (p, g). Geci posé on ne considérera 
que des valeurs réelles de p et g. En vertu du théorème 1, si l’inté- 
grale (13.1) est absolument convergente pour 6 = 609, T = To, 
elle le sera dans le domaine 66,4, T>7%. L'ensemble D de tous 
les points (6, t) en lesquels l'intégrale (13.1) est absolument con- 
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vergente s'appelle naturellement domaine de convergence absolue de 
l'intégrale (13.1). 

Considérons dans le ot-plan des variables réelles (fig. 55) la 
famille de droites 

T—=0+À, ÀEÏ—o0, oo, 

où À est un réel. Choisissons dans cette famille la droite qui cor- 
respond à À = À, et repérons sur elle les points de convergence et de 
divergence de l'intégrale (13.1). En 
vertu du théorème 1Â, pour toute g 
valeur fixe À — À,, il existe une 
valeur finie 6, = 6 (A) telle que 
l'intégrale (13.1) est convergente D 
pour tous les 6 > c,ett = 6 + À PS 


NZ, 
” /(Po: Pot) 


et divergente pour (64, T—= À 
O + Ào En faisant varier À on Sr 
obtient dans le ot-plan un ensem- 01, _ 
ble de points (œ) défini par les C7 Py P 
équations paramétriques 
pen à | 
mon (EI œ D: du 


On démontre [9] que l’ensemble des points (&«) est une courbe 
continue non croissante qui partage le ot-plan en deux régions: 
l’une, D,, définie par 


o>0 (À), : 
RS ( E]— oo, o[), 
l’autre, D,, par 
C<TO(À), 


L'intégrale (13.1) est convergente dans D), et divergente dans D. 
Sur la courbe «& elle est soit convergente soit divergente. La courbe 
continue non croissante & s'appelle caractéristique de convergence 
de l'intégrale de Laplace. Pour p, g complexes, on considère un 
domaine D composé de points (p, q) tels que Re p et Reg appar- 
tiennent à D,.Si l'intégrale (13.1) est convergente sur la caractéristi- 
que de convergence (æ&), on rapporte à l’ensemble D les points (p, q) 
pour lesquels Re p et Re q sont situés sur cette caractéristique. 

Trois cas sont donc possibles: 

1) l'intégrale (13.1) est convergente sur le plan réel tout entier; 

2) l'intégrale (13.1) n’est nulle part convergente ; 

3) l’intégrale (13.1) converge à l’intérieur et diverge à l’exté- 
rieur d’un domaine fermé ou ouvert. 

Exhibons quelques exemples. 
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1) f(x, y) = et*+bv (a et b sont .des réels). Il vient 


FE o= | Ÿe-xv-o-ve-naray 
0 O0 


Cette intégrale est absolument convergente pour Re p = 60 > a, 
Re g = t >> b. La frontière du domaine de convergence est composée 


QU ne - 


Fig. 56 


des droites o — a, t — b (fig. 56). 
e** pour x<y, 
2) f(x, n={ dé SE 


où a est réel. On a 


O0 


er Cx+ax Jr + | ex dx | eTY+au dy — 
x 


F(0,T) — | e”T dy 
0 


/ 
0 0 


OH+T 


— 


Le domaine de convergence est représenté sur la figure 57 ( 


3) f(x, y) = 1,(2Vzxy). On à 
F(0,7T) = [ 272 (2 Vxy) dx dy. 
Comme : 
\ R(2V%) e-cidt= es, 
on déduit 


F(6,T) — | e-Ty Le 
0 


__ otT(o+T—a) 


— 4). 


(13.5) 


Le domaine de convergence est limité par l’hyperbole 07 = 1 
(fig. 08). 

2. Propriétés de l'intégrale de Laplace à deux dimensions. 
Nous ne nous étendrons pas sur les propriétés de l'intégrale de La- 
place à deux dimensions, celles-ci peuvent être déduites par analogie 
avec l'intégrale à une dimension. Nous nous limiterons aux résultats 


Fig. 98 


finaux suivants. La définition de l’intégrale (13.1) entraîne aussitôt 
les propriétés suivantes: 


Lt (ox, B}= x F(+, 4), (13.6) 
L'yater vf (x, y)}= F(p+a, g +), (13.7) 


où & et B sont des nombres complexes quelconques. Dans les deux 
cas p et qg sont choisis tels que l’intégrale de Laplace converge. Par 
ailleurs, 


Lr,y(e- "8 (p, q)}= 
0 pour æE€[0, af ou yE[0, BI, 
=| f(x—a, y—$) pour r>a, y >$, 
a et B sont supposés réels et positifs. 
Le produit de convolution de deux fonctions se définit comme suit 
X 
fans | |nEmrta—Es y—mdédn (139 
0 © 


Si l'intégrale (13.1) est absolument convergente, la propriété fonda- 
mentale du produit de convolution a lieu, i.e. 


Lp, a U1 (&: Y)} Lp, a Ua (t, y)} = Lp, a ( (X, Y)}. (13.10) 


Enonçons encore une propriété reliant une fonction de deux 
variables f (x, y) et une fonction d’une variable g ({) avec leurs 


(13.8) 
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transformées de Laplace: 


F(p, 9)= La (x; y}= | | e-Ps-u; (x, y) dx dy; 
0 0 


les intégrales sont absolument convergentes : 
min (x, y) 
L3(C(p+0F(pa= | g)f(s—uy—u)du. (18.41) 
0 
L'intégration est effectuée sur vw entre 0 et la plus petite des deux 
valeurs (réelles et positives) de x et y. Soit l’expression 


min (x, y) 


La g(u) f(&—u, y—u) du} = 


— | | | EP Wg(u) f(x—u,y—u)dxdydu. (13.12) 
0 0 


Comme u, æ — u et y — u ne prennent que des valeurs positives 
dans le domaine d'intégration et que l’intégrale triple (13.12) est 
absolument convergente, le changement de variables Ë = x — u, 
n = y — u, donne 


co co min (x, y) 


e PU (u) f(x—u, y—u) dx dy du = 


On 3 
Cam 
| 


[ De-pi-an-wiqug(u) (8, n) dé dndu=G(p+0 F (p, 9). 
0 0 


En intégrant par parties, on trouve les transformées de Laplace 
des dérivées 


O0 


| et dy ( era (x, y) dt = 
0 0 


_ [ e71% Ca (x, y) ZT TP 


0 


ePT (2 y) dx} dy = 


(mL 


= pF(p, o)— | e"Yf(0,y)dy, (13.15) 
0 


944 


Ÿ ee Ÿ et te, may = 
) 


Sd Q 


= [er {e-avf (2, y) DEF + 0 es (&, y) dy} dx — 
0 0 


—qP(p, D | ef(x, Ojdr, (1344) 
0 


0 0 
s 0 


O0 


| Fe | EVfyy (Ts Y) dy = 
Û () 


= Q2F (p, q)— | e PF {gf (x, 0)+ f(x, O)jdx, (13.16) 


| et ay | ePrf (e, y) de = 
0 0 


O0 


=p°E (p, 9 — | e#{pf (0, y)+f:(0, }dy, (13.17) 


4 0% 8 ee ee 0 9% 0 8 ee ee © ee ee % ee ee % 8 ee ee 0 ee ee y + + 


et dy | e rfi (2, y) dx= p°F(p, a)— 
U 


E 


Lee) 


— Leaf (0, y)+ pas (0, y) +. +) (0, y} dy = 
U 


CO n— 1 


= p'F(p, 9)— | es S prie (0, y) dy, (13.18) 
U R=0 


O0 


| er dax | epim (@r ÿ) dy =Q"F (p, 9) — 
U Ù 
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— Le (ge, 0) +9" -2fs (e, 0) + + ff? (2, 0) de = 
0 


00 m — 1 
=Q"F(p,a)— | er D gif (x, O) da, (13.19) 
0 k=0 


| ex dx le UN (x, y) dy = po" (p, q)— 
0 0 
n—-im-i 00 m=1 
2 > te (0, O) +] er ÿ "es (x, O0) dx +- 
0 
_1 


r=0 R—=0 k=0 


eWS per tfrm (0,y) dy. (13.20) 


0 r—=0 


Dans les formules (13.13) à (13.29), on suppose que toutes les inté- 
grales impropres sont absolument convergentes. 

Enonçons sans les démontrer les propriétés d’analyticité et d’uni- 
cité de l’intégrale de Laplace (13.1): 

1. Dans le domaine de convergence absolue de l'intégrale (13.1), 
la jonction F (p, q) est une fonction analytique de p et get 


O0 O0 


F(p, g)=(—1)*" | | era (x, y)dxdy, (13.21) 
0 O0 


omtn 
op äq" 


et l'intégrale (13.21) est absolument convergente. 

2. Soient F, (p, q) et Fa (p, à) les transformées de Laplace des fono- 
tions f1 (x, y) et fa (x, y). Si au point (Po, Go) Les deux intégrales sont 
absolument convergentes et 


Fi (po + nl, Qo + mk) = F3 (po + ni, Go + mk), 


où 1>0, k>œO0etn—0,1,2,...; m—=0, 1, 2, ..., alors 
f1 (x, y) = fa (x, y) en tous les points (x, y) de continuité de jf, et fa. 

Remarque. La transformée de Laplace F (p, q), si elle n’est 
pas identiquement nulle, ne peut posséder qu’un nombre fini de 
zéros aux points (p, q) : p = po + nl, q = qo + mk, où Let k 
sont des constantes réelles et m et n parcourent la série des nombres 
naturels de 0 à l’infini. 

Pour clore ce paragraphe, arrêtons-nous sur le théorème suivant 
utilisé dans la démonstration de la formule d’inversion. 

Théorème 3. Si l'intégrale (13.1) est absolument convergente pour 
Re p > 00 et Rega >>, alors lim F(o+iu, tT+iv) = 0 ei 


la convergence est uniforme pour tous les © (0, Elo, of, T(uE€ 
Cr, cl: 
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Démonstration. La convergence absolue de l'intégrale 
(13.1) et l’inégalité 


oo À 
| F(p, 9) —Fap(p, 91 | fe-ae-uv) j (a, y) | da dy+ 
0 


B 
oo B re 
+[Le Gi | f (a, | da dy+ | | e-c- AV [7(x, y) | dx dy, 
À O0 À B 
où 


À 
Fam (p; Q )= | É e"P#4%f (x, y) dx dy, 
0 


entraînent que, quel que soit € . N, il existe un W (e), tel que pour 
AZXN et B>N l'on a 


| À (p, Q) — F'ag (p; Q)I<E 


uniformément enu,veto>6,, T>T7,.. Donc, il suffit de démontrer 
le théorème pour la fonction F 48(p, q) à À et B quelconques fixes. 
Si f (x, y) possède des dérivées partielles premières et une dérivée 
seconde mixte intégrable, il est aisé d'établir le théorème 3 au moyen 
d’une intégration par parties. On remarquera que pour tout & > 0 
on peut toujours exhiber une fonction j, (x, y) possédant des déri- 
vées partielles premières et secondes continues et telle que 
A B 


| TifG v)— fi ler da dy <e, 
0 0 
d’où suit le théorème 3 dans le cas général. 

3. Inversion de l'intégrale de Laplace à deux dimensions. Le 
théorème d'’inversion suivant est aussi important que dans le cas 
de l’intégrale à une dimension. 

Théorème 4. Supposons qu'une fonction f (x, y) possède des déri- 
vées partielles premières fx (x, y) et f, (x, y) et une dérivée partielle 
seconde mitte fxy (x, y) et qu'’existent des constantes positives Q, k, 
et k, telles que pour tous les x € IN, oof et y € I0, of l’on ait 


LÉ x, y) Qt, | Fay (æ, y) | 'Qeñrt#Ht. (15.22) 


Si 
F(p, 9) — | | eP° YF (x, y) dx dy. (13.23) 
ù 0 
alors 
j o+i01 T+io 
f(y)= lin Sr PUF (p, Q) dp da, 
Re O—i01 T—102 
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ou 
O+ioo T-+100 


1 x+ 
jan | | e#wF(pq)dpdg, (13.22 


g—1i00 T—i00 
où Oki, T >. 


Démonstration. En posant p—0o<+iu, g = T+ iv 
en tout point x —=a, (a € I, of), y = b(bE Ï0, œl), on aura 


O+iO1 T+iOs 


1 a+ 
Try Pb (D, q) dp da = 
O—101 T—iVs 
O1 3 
= > | | etoHiWa+(THiVbE (o + in, T+ iv) du dv — 
O1! 0? 
co co O1 Da 
_ É | f(x, y) dx dy | À e(c+iu)(a-a)+ (TH) bu) du dv — 
IT 
0 O0 — (Os —O 


ga+Ttb RS | : _— : —b 
= | | f(X, y} eu 2e GR Vo = ) Gr dy. (13.95) 
0 ‘0 


Soit la fonction 


G(x, y)=f(x, y)—f(a, y)—f (x, b) + f (a, D). 


De toute évidence, 


Gay (ts y) = Fay (&, y) = 8 (x, y) (13.26) 
et 
G (x, y) = | | g (u, v) du dv. (13.27) 
a D 
Par ailleurs, la fonction g (u, v) vérifie (13.22), donc la fonction 
G (x, À 
p(x, y)= RES 5 (13.28) 


est continue pour tous les x€]0, oo], yE]0, of. De (13.22) 
et (13.26) il résulte que pour tous les x>a et y=>0 on aura 


X y 


| o(x, y) | << | | elau+hav Qu dv, 


d’où 
| px, y) | <'Qeñhr+h, 
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De façon analogue, pour x>a, y<b et x<a, y> 0, il vient 
| P (zx, y) | << Qehax+hab et | ((D (x, y) | << Qelaa+hay, 


Enfin, lorsque x<a et y<b, on a 
| p (x, y) | KOQet+#? 


donc pour tous les z€]0, of et yE]0, œ 
| p (x, y) | KO +, (13.29) 


où Q: _ Qehiat+hab, 
En tenant compte de la fonction (x, y) introduite dans (13.28), 
on peut mettre (13.25) sous la forme suivante 


i o+io: T+i02 
zx | | *%F(p, 0) dpdq= 


dis T—-10; 


Qoa+tb CO O0 
{| | # x, y)e-%*-TY sin 1 (x — a) Sin © (y — db) dx dy + 
0 0 

œ co | : | _, 

+ | | j (a, y) e-0x= Ty SIN 2e a) sin _ Gr dy +- 
0 0 
CC x_ry Sin &, (x—a) sin @, (y —b) 

+j ire L 0)67"6 y RGO D dx dy — 


| f(a, b) eos D ED SR GO) gr dy}. (13.30) 


x—a y 


| 
TT g 
+8 


© 
Oo“ 


Etudions le comportement des intégrales figurant dans les acco- 
lades lorsque @, — oo, &@, — oo. Supposons o > kX, et T>k,; 
l'inégalité (13.29) entraîne alors la convergence absolue de l’inté- 
grale 


|p(x, y)|e-9x-T% dx dy, 


Or e 


donc, (ci. théorème 3, pt. 2) 


lim | | (x, y}e-%-T% sin ©, (x — a) sin ©, (y — b) dx dy = 0. 
de 0 0 

S'agissant des trois intégrales restantes, on peut leur appliquer la 
théorie de l’intégrale de Fourier pour des fonctions d’une variable. 
En vertu de la condition (13.22), pour © > k, et t > k, existent 
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les intégrales 


O0 


| |f(x, b)|e”%dx; | | f(a, y) | e7"% dy, 

0 0 

et, de plus, les fonctions j (x, bd) et jf (a, y) sont dérivables respecti- 
vement par rapp ortà x et y, donc existent les limites 


f(e, bje-or ED Gr 2 nf (a, bhe-c, 


f (a, y) er ED dy = nf (a, bye-®. 


O0 
à ; sin O1 (x—4a 
lim | er 1 ( L ir ne te 
& y — 00 0 T— a 
CO 
. sin © — b 
lim | gun 0 0) dy = ne, 
O , —> CO 0 y —0d 


D'où il résulte que les trois intégrales étudiées convergent. Leurs 
limites sont égales à un même nombre n°f (a, b)e-°4-t, Donc, 
lorsque ©, — oo, ©, — oo existe la limite 
O+io1 T+i0: 
lim PF (p, a) dpdqa—=f(a, b), (13.31) 
( 1 + © 
(04 — 00 


C.Q.F.D. 

La formule (13.31) a été prouvée sous l’hypothèse que a > 0 
et b => 0, Si a < 0 et b < 0, de (13.25) il suit immédiatement que 
la limite est nulle dans (13.31). Lorsque a < 0 et b => 0Ooua>0 
et b < 0, il est aisé de voir que la limite (13.31) est également nulle. 
Enfin sa —=0etb>0;a>>0, b = 0 ou a = 0, b = 0, la limite 
sus-citée est respectivement égale à 


ZÉ(H0,0), Zf(a, +0) 


(2rTi)? 
g—1@ T—-iQ; 


et 


TI(0, +0)+(40,0)—7(0, 0). M 


$ 14. Définitions et théorèmes fondamentaux 
du calcul opérationnel à deux variables 


1. Opérateurs. La justification actuelle du calcul opérationnel 
àa deux variables repose sur les propriétés de certains anneaux de 
fonctions et de corps d'opérateurs. La théorie du calcul opérationnel 
qui est basée sur l’application de l’intégrale de Laplace à deux dimen- 
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sions, découle de la théorie générale comme un cas particulier lors 
de l’étude des opérateurs transformables-Laplace. 

Soit M}, l’ensemble de toutes les fonctions F (x, y) réelles ou 
complexes de deux variables réelles x et y, définies dans le domaine 
R (x E [0, of, y E [D, œf), continues en x et y dans le domaine 
Rs (x E IO, al, y EIO, b]l) et représentables par 


y X y 
Fa y)= | | fu dydy+ | g(a)dz+ | h(y)dy+F(0, 0). (141) 
0 0 


0 


Soit Z\, l’ensemble de toutes les fonctions f (x, y) définies dans 
R (x E[0, of, y E [0, œf) et absolument intégrables sur tout rec- 
tangle fini ÆR,, (x E[O, al, y E (0, bl); L®) l’ensemble de toutes 
les fonctions g (x) définies sur la section (0, oof et absolument inté- 
grables sur tout intervalle fini [0, al. Si la fonction F (x, y) € M, 
alors existent les dérivées partielles 


2 
= | je y) du +f (, 0), 


0 


oF EN UV) 


= (jte . y) dæ + f (0, y), 
0 


[ED )- AE H'he f (a, v). 


Inversement, si g (x, y) € Lo, g, (x) € LE, h, (y) € LY), la fonction 


x y 


+. - 
Cane | et ndrdy+ | ei(adr+ | hi (w)du+G(0, 0) (14.2) 
0 0 0 0 


appartient à M, et 
0G (x, y) 


y 
EF | g (x, y) dy +g (x, 0), 
0 


0G (x, y) 
Oy 


À ga, ) de +8 (0, y), 


0 


IE y) —_ = + ESS D|= g( x, U). 


L'ensemble M, est un espace vectoriel dans lequel la somme et le 
produit par un nombre sont définis de façon naturelle. 
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On appelle produit de deux fonctions F (x, y) et G(x, y) de M, 
l'expression 


H(x,y)=F(x, y) X G(x, y) = 


x 


U 
= A ñ | | P(G—E, y— 1) GE, n) dan, (14.3) 
0 


qui, moyennant une dérivation de l’intégrale, se représente par 
H(x, y)=F (x, y) X G(x, y)— 


x y 
= | | Ôx y F(xz—£6, y—1n)G(E, n) dé dn + 
0 0 

+ [AL F (GE, 0) GE 1) dè+ 


+ (0, y—n)G(z, ndn+F(0, 0)G (x, y). (14.4 
0 
Propriétés fondamentales du produit 
1. Si F(x, y) E M, et G(x, y) E M, alors 
H (x, y) = F (x, y) KG (x, y) € Ma. 
2. Le produit est commutatif, i.e, 
Ft, y)XG (x, y) = G(x, y)KXF (x, y). 

3. Le produit est associatif, i.e. 
(EF (x, y) KG (x, Y))KH (x, y) = F'(x, y)K(G (x, y)KH (x, y)). 


4. Le produit est distributif relativement à l'addition, i.e. 
(x, y)K(G (x, y) + H (x, y)) = 
= Fix, y)XG (x, y) + F (x, y) XH (a, y). 


5. Si F(x, y) KG (x, y) = 0 quels que soient x E [9, of, yE 
E [0, col et F(x, y) = 0, alors G (x, y) — 0 pour tous les x € [0, oœl, 
y E [O, of. [23]. 

L'ensemble M, est un anneau commutatif d’intégrité pour la 
somme et le produit (14.3). En introduisant la notion de couples 
comme au $ 3, on peut étendre MW, à un corps de quotients. L’expres- 
sion (F (x, y), G (x, y)), où F (x, y) et G (x, y) = 0 appartiennent 
à M,, s'appelle couple. Deux couples (F (x, y}, G(x, y)) et 
(F, (x, y), G (x, y)) sont équivalents si FXG, = F,XG. La notion 
d'équivalence (cf. $ 3) partage l’ensemble des couples (F, G) en 


classes. La classe contenant le couple (F, G) est notée —-. Par défi- 
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nition, À = F1 si et seulement si FKG = F, KG. La somme et le 


GG 
produit des symboles _. se définissent comme suit 
_FXKGTFXKXG, F, Fi _FXF. 
Ge GX Gi ri GG, GXG; °? (14.5) 


F 
L'ensemble de tous les symboles est un corps commutatif M, 
dont les éléments sont appelés opérateurs. Souvent les opérateurs 


R 
2: 


etc. Pour simplifier l’écriture on notera par ab le produit des opé- 
K R F 
rateurs a et b. Ceci étant ab — a X b — KE: Le symbole F 


désigne la division dans M. 
Propriétés fondamentales de l'addition 
et de la multiplication dans M, 
1) ab = ba; 
2) (ab) c = a (bc); 
3) a(b+c) = ab + ac. 


L'ensemble des opérateurs de la forme 


sont désignés par une seule lettre, par exemple a — 


EL peut être identifié 


à M, puisque à chacun d’eux est associée une fonction F (x, y) € 


€ M;. L'opérateur _ est noté 1 et appelé fonction unité. L'opérateur 
sa est noté 0. Les constantes appartiennent au corps Î.. L’équation 
F(x, y)XX (x, y) = G (x, y), 


où F (x, yet G (x, y) sont des fonctions données de M, et X (x, y) € 
E M,, n’admet pas forcément une solution. Dans le corps M, 


toute équation ax = b (a =£ 0) possède la solution x = a-tb— J. 
Par définition du produit (14.3), il vient 
x 7 


XX Fa) = | (x—E) F(E, n) dé dn= | F(E, y)dé, (14.6) 


(e) 
y X F(x, y)=— 


[oi 
L 


y y 
| W—m FE, man JF man (147 
0 


X 7 
ty X F(x 2, = || (x—E)(y—n) FE, n) dé dn = 
0 O0 


x 
mi] [FE F(E, mdédn. (14.8) 


23—0936 3038 


Les fonctions x, y et xy sont caractérisées par le fait que leur produit 
par une fonction arbitraire j (x, y) équivaut à une intégration selon 
les formules (14.6), (14.7) et (14.8). Pour cette raison les fonctions 
x, y et xy seront appelées opérateurs d'intégration et désignées par 


= 1. nn 1. on 1971: 
sp; y=r=gt; aæy=--=p'at; (144) 
donc, 

PF (a, v)= | F(E, y) Œ, (14.10) 

0 

y 
a'F(a,y)= | F(a mn, (44.14) 

0 

“ 7 
Pat (a, v)= | ÎFE, n) dE dn. (14.12) 

0 0 


Désignant par p ", g-" et p-"q ” les produits respectivement 
des n opérateurs p1Kkp'lx%x...x%p'!, des m opérateurs g"!xq"1%x... 
...x%Xg"let des nm opérateurs p-1kp'lx...xkpixkaq"lxkq"1ix... 
...x%Xg"t, à l’aide des formules (14.6), (14.7) et (14.8), on obtient 


y 
VE F (8, dt n= 


un 9? C 
0 0 


= pr) e-0" "FE NS (141 


0 


x y 
: 62 _ pin 
"En ee | | CFE, nd dn= 
0 


m | 
0 
pui 
= DT | (y— mn" F (x, man (14.44) 
nn, mn de Cf (z—E)r (y—n)" 
par (x, Dr | — 5 —F(E n)dédn (14.15) 


Les opérateurs p, q, pq € Nt,, inverses des opérateurs d’intégra- 
tion p”1, g-let p lg", sont très importants dans le calcul opération- 


nel à deux variables. On les appelle opérateurs de dérivation. Dans 
(14.10) et (14.11), en substituant respectivement °Ev et 
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Cru) à F(x, y), on obtient 


Ôy 
F 
TERRE (x y)—pF (0, y) (14.16) 
CD GP (x ÿ)— 98 (x, 0) (44.17) 


De façon analogue, à l’aide de (14.16) et (14.17) il est aisé d’obtenir 
les formules des dérivées secondes 


= PF (2, V)— PE (0, pp EE, (14.18) 
F ÔF (x, 0 

ED 2 QE (a, y) — QE (as 0) ET, (14.19) 

OF (x, y) 


eos PAF (x, y)— par (0, y)—paF (x, 0)+pqF (0, 0). (14.20) 


On suppose l’existence de toutes les dérivées entrant dans les formu- 
les (14.16) à (14.20). 
Appliquons maintenant (14.16) et (14.17) à la fonction dérivable 


F(x,y)=F(x+y). Dans ce cas particulier EN … (EG) 


0y 
= F"(x+y) donc (14.16) et (14.17) entraînent 
(p—4)F(x+y)—pF(y)+aF(x)=0, 
d’où 
F(z+y) = WE — ., (14.21) 
En appliquant les mêmes expressions à la fonction 
F(y—x) lorsque y > x, 
F (x, n={ 0 lorsque yLZ. (14.22) 
on obtient 
F(y— x) lorsque x E[0, y, 
ru (y— x) lorsq [O, I (14.23 
… 0 lorsque y E[0, x], 
ou encore pour raison de symétrie 
0 lorsque x € [0, y] 
Fe F(x—y) lorsque yE[0, x. FR) 


2. Opérateurs transformables-Laplace. Soient S, l’ensemble 
des fonctions f (x, y) € L,, telles que l’intégrale de Laplace à deux 
dimensions 


f(x, D= | le-r-tf(s, y) dr dy (14.25) 
0 0 
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converge absolument et S% l’ensemble des transformées de La- 
place (14.25). Si un opérateur a € Mt, admet un représentant 
(F (x, y), G (x, y)) tel que F (x, y) ES, et G(x, y) ES, cet opé- 
rateur est dit. éransformable-Laplace. La fonction 


— F* (2, 
a (z, 6) — G* a = $ (14.26) 
où 
F (x, y) ct De 
1 TG (x, y)? F2 = | € Cuf (x, y) dx dy, 
(a D= | [e-r-wg(s, y) dr dy 
0 0 


s’appelle transformée de Laplace de l’opérateur a = + Cette 
transformation est notée par le symbole 


a = a (z, Ÿ). (14.27) 

L'ensemble de tous les opérateurs du corps M, transformables- 

Laplace est désigné par N?, (S,) et celui des transformées de Laplace 
par QU (Se). 

Théorème 1. La transformation (14.27) établit entre les ensembles 

M (S2) et Mo (Se) une correspondance biunivoque qui associe à la 


somme des opérateurs a + b la somme des fonctions a (z, Ë) + b (z, C), 
au produit des opérateurs col le produit ordinaire des fonctions 


a (2, FE) b(z, Ü), au zéro et à l'unité de M, (S,) le zéro et l'unité 


de M (So). 
Si f(x, y) ES,, alors 


f(x y) = 267 (2, D =, D. (14.28) 
Donc, dans le corps M, on peut exhiber un sous-corps M, (S.) iso- 


morphe à M, (S,) et dont les éléments sont des fonctions a (z, Ë) 
de deux variables complexes. 
L'expression 


F(a D | |e-#-Wi(x, y) dr dy (44.29) 
0 0 


s'appelle intégrale à deux dimensions ou transformée de Laplace-Carson. 
La fonction f (z, &) est l’image, la fonction f (x, y) l’original. Dans 
la suite on désignera par x et y les variables de l’original, et par p 
et q celles de l’image. Comme dans le calcul opérationnel à une 
variable, l’isomorphisme des ensembles M, (S,) et Ji, (S,) nous 
permet de ne pas faire de distinction entre les opérateurs p et q 
et les nombres complexes z et &. Donc, dans l’ensemble M, (S;) 
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p et q désigneront des opérateurs et dans l’ensemble M, (S,) des 
nombres complexes. Au lieu de (14.29) on écrira 


f(x, y) = f(p, 0). (14.30) 


La transformée de la fonction unité n (x, y), i.e. la fonction, égale 
à l'unité pour tous les couples de valeurs positives de x et y et nulle 
lorsque l’un au moins des arguments est négatif, est l’unité. La 
transformation de Laplace-Carson (14.29) se distingue de la trans- 
formation (13.1) seulement par le facteur pq. Donc, tous les théo- 
rèmes et propriétés de la seconde valent visiblement pour la pre- 
mière. 
Règle de similitude. Si f(p, q) = f(x, y), alors 
+ { P q 
F(Z, +)=;(az, dy (14.31) 
quels que soient a et b positifs. 
Théorème de translation de l’image. Si 


F (p, g) = f(x, y), alors 
po er où À g+b)=e"%"bf(x, y) (14.32) 


quels que soient a et b. 
Théorème de translation de l'original. 
L’original de e-%-bPF (p, q) n’existe que pour des valeurs réelles 


et positives de a et b, plus exactement, si f (p, q) — f (x, y), alors 
O0 pour x<<a ou y< b, 


-ap-bqf. —=— 
e f(P, q) LS y—d) pou x>a,y> 


(4:88) 


Image des intégrales. Sif(p, a) — f(x, y), on a les 
relations suivantes 


Î FE y) d=T(p, 0) (14.84) 
0 


f(x, n)an=F(p, 9), (14.85) 


FE, n)dédn=7 (p, 0). (14.86) 


O0 P — 
x Û 
{ ft, n) { F(p, n) 
’ . P; 
| Tan = Tan, (14.38) 


00 00 P q — 
fŒ, 1) _{{1En 
& 1 0 0 
CIE »_ (IE 0 
[ dŒ= | 2 , (14.40) 
0 P 
y + + 
f(z, n) an= | LM Gr, (14.41) 
0 q è 
X OO O0 
h LE n) dan= | Er dE dn. (14.42) 
0 O P 2 


On suppose que toutes les intégrales impropres sont convergentes. 

Image des dérivées. L'existence de l’image d’une 
fonction n’entraîne pas obligatoirement l'existence des images de 
ses dérivées. Maïs si ces images existent, on les trouve comme dans 
le cas unidimensionnel, sauf qu’il est nécessaire de connaître un plus 
grand nombre de valeurs initiales. Soit, par exemple, à trouver l’ori- 


ginal de la fonction pf (p, a). Une intégration par parties donne 


O0 


pf(p, 2) = pa | ea {—e-rsÿ (x, y) (620) dy + 


+ pq 


Si 9 


. of (x. 
| e-pe-qu 21 y) Ge 1) Gr dy, 
0 


d’où il suit que si pour tous les y > 0, on a f (0, y) = 0, alors 


of (x, 
pf(p, a) =-1C@, (14.43) 
De façon analogue, si pour les x > 0, f (x, 0) = 0, alors 
rn Ô 
qf (P, a)= — (14.44) 


Supposons que f (0, y) = fi (9) = A (a. Il vient 
f (x, y) — fi (y) — f (p. q) — (a). 


En dérivant par rapport à x, on obtient 


IED ED (p, 9) — fi (a)]. (14.45) 
De façon analogue, si f(x, O0) = f, (x) = f (p), alors 
FER (F(p; 9) —fa (p)]. (14.46) 
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Les formules (14.45) et (14.46) obtenues à l’aide de la transformation 
de Laplace-Carson sont une autre forme d'écriture des formules 
(14.46) et (14.17). 

On obtiendrait un grand nombre de relations opérationnelles 
renfermant les dérivées en effectuant une dérivation par rapport 
à un paramètre. En dérivant par exemple p fois l'égalité (14.31) 
par rapport à a ou b, puis en faisant a = b = À, on obtient 


ôf (x, df(p, 
f(x, y) __… df(p, q) 
D Geo Ve pa * (14.48) 


On suppose que la fonction f (x, y) est dérivable sur l’ensemble de 
définition tout entier et que ses dérivées admettent des images. 

Théorème de multiplication. Si f1(p, q) — 
= f(x, y) et fo Pe q) = f2 (x, y), on a la relation opérationnelle 
suivante (cf. (13.10)): 


X 


\ fla—E8, y—n) AE, mdédn= A (p, 9) f(p, a). (14.49) 


0 O0 


Substitution linéaire des variables p 
et q. Les propriétés précédentes s’apparentent beaucoup à celles du 
calcul opérationnel à une variable. L'ensemble de toutes les opé- 
rations sur les fonctions de deux variables est toutefois bien plus 
important que sur les fonctions d’une variable. Il est des opérations 
qui n’ont pas d’analogue dans le cas unidimensionnel, par exemple, 
les opérations qui ramènent une fonction f (p, q) à la fonction 


f (p, p) ou GE, a)—f(9; p) 


rationnel sont bien plus vastes. Examinons quelques exemples. 
Soit m = min (zx, y) et M = max (x, y) et supposons que la 
fonction (i) est transformable-Laplace. Cherchons l’image de 


J (m), ï.e. 


. Donc, les possibilités du calcul opé- 


F(P, 9)=pa | | e-*-af(m) dx dy. 
0 O0 


Traçons la bissectrice x = y du premier quadrant et calculons cette 
intégrale dans la région x > y où f (m) — f (y) et dans la région 
t y, où f(m) = f (x): 


F(p, 9) = pa | e-nf (y) dy | e-* de+ pg | e-P+j(a) dx | e-w' ay = 
0 y 0 x 


= (p+9) | e-@+auf (u) du 
0 
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En posant 


O0 


f(?)=p | e-P*f (x) dx, 
() 


on aura : 
jf (m) = jf (Ep + 0). (14.50) 
Des calculs analogues montrent que 
f(M)=f(p) +f (a) —f(p, a) (14.51) 
De (14.50) et (14.51), il vient 
f(M) + f(m) = f() +f (0). (14.52) 
f(p, 9) 


Cherchons maintenant l'original de la fonction D+q due l’on 


rencontre fréquemment dans la résolution des équations à dérivées 
partielles. Soit 


F(P, D =f(e d=f( y, (Ft, D=a\e-ni(x, y)dy). 


Comme 


P 
p+g 


— er, 


le théorème de multiplication (14.49) donne 


X 


. => a f(, = ef (x —Ë, q) dE. 


Le théorème de translation sur la variable q entraîne 


h pour y<é, 
— QË _… — 

e Î (x È q) y — Ë) pour y>E, 

d’où il suit que 

min(x, y) 


f Cp; 9) _ :  —… 
et, en particulier, 
TOI de 
JW) — _ … 
7. f(x —E) p(y—E) d. (14,54) 


On remarquera .enfin qu’il est parfois nécessaire de trouver les 
originaux de fonctions telles que f (p, p), f (V p, p), etc. Soit par 
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exemple à trouver l’original de f(p, p). On a 


+ F(P p)=p | | e-P(E+M)f (E, n) dE dn. 
0 0 


Introduisons la nouvelle variable x = Ë + n; il vient 


P 


TP, = (e-rdr | f(E 2—8) 4. 
0 0 
Donc, 


+ F(p, | f(x—8, # dE. (14.55) 


Image de f(x + y). L'image opérationnelle d’une fonction 
f (x + y) a été donnée par la formule (14.21). Cherchons maintenant 
l’image de cette fonction à l’aide d’une transformation intégrale. 
Le changement de variable x + y — u donne 


f(p, )=pa | | e-P*-#f(x+ y) dx dy = 
0 


O0 1/2 


— pq | e-Puf (u) du | ep dy — 
0 0 


___Pg (e-au — g=ru) j (u) du — pi (a)—af (p) 


? 


p—q | P—Q 
donc, 
f (x + y) — = OR, (14.56) 
Par exemple, 
sin (xt y)= PPT) cos (x y) = 21 (pa —1) 


(p?+1) (a? +1) ? (p?+1) (a2+1) 


es (4) ru (4) 
P DER q 


T(2Vz+y)= q—Pp 


Image de f(|xz — y |). Si l’on suppose que f (x) est nulle 
pour les valeurs négatives de l’argument, on peut trouver l’image 
d’une fonction jf (x — y). Soit 


f Hu pour æ >y, 
(a y) 0 pour xz<y. 
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Calculons 


fa(p, 9) = pq | e”w dy | eP<f(x—y) dx. 
0 y 


En posant x—y—u, on obtient 


fie D = hp, D = f (p). (14.57) 


Soit maintenant 


ue ue 
fa (x, y) = 0 pour y Lx; 
en raison de la symétrie avec (14.57), il vient 
_. a 
f2(&, Y)= fr, 9 = f (0). (14.58) 


En groupant (14.57) et (14.58), on obtient 


fie, v)+fole D =f(lz—vl)=POEUE (14.509) 
Les formules (14.57) et (14.58) ne sont autres que les relations (14.23) 
et (14.24) déjà connues. 
Image de f(xy). Pour calculer l’image d’une fonction 
Î (xy), il faut se servir de l'intégrale 


ee - 
et T = 2Ko(2V pa); 
0 

alors 


CO O0 


[ [ e-r-a (xy) dx dy = | ie dx | e. , (E) dE — 
0 0 0 


T 
0 


9 | Ko (2V pdë) f (E) dE, 
0 


d’où il suit 

f(xy) = 2pa | Ko (2V paË) f (E) dE. (14.60) 
0 

Remarque. La relation opérationnelle (14.50) entraîne 
que l’ensemble de toutes les fonctions f (m) est un anneau, i.e. 
dans l’ensemble de fonctions f (p, q) on peut exhiber un sous-anneau 
de fonctions f (p + q) qui sont en fait des fonctions d’une variable. 
Donc, les fonctions f (p + a) s’identifient aux fonctions d’une va- 
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riable f (B). Ici, eu égard à (14.3), il vient 
h(m)=f{(m) %x g(m)= 


x y 
— tr | | fImin (x—6, y—mn)lgimin(é, n)] dé dn — 
0 0 


y 
d 
te i JGy—m)g(m)an=A(y) pour r>y 
_ : (14.61) 
d 
7 |/G@—ED(E)dE=R() pour z<y. 
0 
L'expression (14.61) est un produit de convolution ordinaire. Mais 
il peut arriver que l’on obtienne un autre opérateur si l’on considère 


d’autres combinaiscons des arguments. En particulier, si l’on étudie 
l'anneau de fonctions f (xy), en vertu de (14.60), on aura 


f(xy) = f (pq) = 2pq | Ks (2V paë) f (E) dE. 
0 


Donc, les fonctions f (x, y) = f (xy) forment également un anneau, 
puisque en posant pq = B, on obtient de nouveau une fonction 


d'une variable f (B). Tous calculs faits à l’aide de (14.3), on obtient 


ha, v)= (au) * 8 | | fl 5 (y —n)18 (Em dE an = 
0 0 


1 


{ 
7 ET | | f{xy (1—u) (1—v)] g (xyuv) xy du dv. (14.62) 
D 0 


0? : 
on constate que la fonction 
Ôx Ôy 


h(zx, y) dépend uniquement du produit xy. En posant xy—=t, 
on obtient 


h(t)=f(t) % g(t) = 


1 1 
=+{+ | | FH (1—u) (1 —v)] g (tuv) t du dv} = 


0 0 


En développant l’opérateur 


l 1 


= Ft | dE | (Em el({—mE-H1 an. (14.63) 
0 


0 


L'introduction du produit (14.63) conduit à un nouveau calcul 
opérationnel étroitement rattaché à l'équation de Bessel [8]. L’ana- 
logue de la transformation de Laplace sera ici la transforma- 
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tion de Meijer 
F (B)=2 | Ko(2V BE) f () dE. (14.64) 
0 


En conclusion citons encore une formule pour la transformation 
de Laplace-Carson à deux dimensions: 
min(x, y) 
Dia pn— | f(a—-be(y—E EX (Ed, 
Û 
alors 


D(p, a) =f(P) z«o | eP+ORK (E) dE. (14.65) 


0 
On suppose que toutes Les intégrales impropres sont absolument con- 
vergentes. On a 
e min (x, y) 
F(P, = pa [ £ er-wdx dy | f(a—-5)e(w—D KE = 
0 Ô 
y 
e-rs dx | f(x—t) 8 (y —E) K (E) dé+ 


0 


RQ 
à 
£ 
Qu 

& 


: 
> 
8 

or 

S 


e = | f(a—E) g(y—E) KE) = 


+ 
Le 
Q 


g(y—E) A (E) dE | e-P*f (28) dr+ 


RQ 
ve 
“ 
( 
Q 
LC 
ST R on Ts one BR 8 Le 9 


+ pq \e-rs dx | f(x —E) K (E) dE | e-wg(y—E) dy — 
— pq ee dy e-PEg (y — E) À (£) dE à e”Puf (u) du + 
+ pq |e-r* dr | e-f(x—t) K (E)dE | e-rg(v) = 
: Le 


O0 


= pq [ e-(P+DÈK (€) dE eg (y) dy | e-Puÿ (u) du+ 
0 y 


O0 


+m| PH (E) | ef (x) da | e-2g (v) dv: 


x 
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donc 


F(p, 9) = pa | e-P+08K (6) dE {| ay | e-w-Pxg (y) f(x) dx + 
0 0 V 


LÀ ae | e-- (a) (a) dv} = 


O0 


pq \ e- P+OERK (E) dE 
0 


| e-Px-quf (x) g (y) dx dy. 
0 


S 2 Q 


$ 15. Application du calcul opérationnel à deux 
variables à la résolution de quelques problèmes d'analyse 


1. Calcul d’intégrales. Les intégrales à calculer sont considérées 
soit comme des originaux soit comme des images. Par ailleurs, on 
peut introduire sous le signe d'intégration un paramètre arbitraire 
pour certaines valeurs duquel on obtient l'intégrale cherchée. On 
peut utiliser enfin les formules du calcul opérationnel à une variable 
déduite des formules respectives du calcul opérationnel à deux va- 
riables en remplaçant l’un des deux arguments de l’image par la 
valeur de l’autre. Ainsi, en vertu de (14.55), on a 


x 


Ÿ Gp) _ las, s)ds. (15.1) 
0 


Donc, si l’on connaît l'image f (p, a) de la fonction f (x, y) et l'ori- 


ginal de la fonction LE p) 


, on peut calculer l'intégrale (15.1). Le 


changement $s — x sin* ® ramène les intégrales (15.1) à des inté- 
grales définies renfermant des fonctions trigonométriques; on a 


T 


X 


2 
p(x)= | f(x —s, s)ds= 2x | f (xcos? @, zx sin?) sin p cos p dy. 


0 0 


(15.2) 


Calculons quelques intégrales (15.1) renfermant des fonctions de 
Bessel. Compte tenu de la correspondance opérationnelle 


Er …. p?q? 
ber (2V xy) — pq? +1 9 
on obtient 


T 
2 

AT = 24 | ber (2x cos sin ) sin @ cos dy. (19.3) 
0 
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SG . : 1 ph-1 a 
Se par f(x; k,n) la fonction d'image TEE È Cl, 2e. 
se 13 16. 
p*  . 
ap |e PXf (x; k, n) dx, k= 1, Da. n (19.4) 
0 
Il est aisé de montrer en développant l'expression (15.4) sur les 
puissances de —- que 


CO 


| : (—1)" gnv+n-h 
1 (x; k, n) = 2 (nv+n—k)! . (19.5) 
V—= 
Désignons par h (x; k, n) la fonction d’image 2 ft 2. 


“res Vds lo 
pÀ ù 
ni =? | ePxh (x; k, n) dx, k= 1, 2; sys À (15.6) 
0 


et 


gnv+n- h 


Les égalités (15.3), (15.4) et ns entraînent 


zx | ber(xsint)sintdt=—f(x; 3, 4)— 


Se, CE 


De façon analogue, la formule 
pq 
bei(2V xy) = nt 


permet de calculer l'intégrale 


TT 


—— 


L | bei (xsint)sintdt=f(x; 1, 4). 
0 


Utilisons maintenant la relation opérationnelle 


Vo) = 
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En vertu de (15.1) et (15.2), on aura 
: 
ber (V 2x sint) dt=nJo (>) | 
0 


Compte tenu de la relation 
À — — 
Jo (5) = JG (V x) IV x), 


il vient 


ber V 38m 4) dt 7, (V2) D (V3). 


0 


La formule 
$q 


2 } xôy 
PTFT = 083 (+ "31; ne NL 
nous permet d'aboutir au résultat suivant 
X 
9 — 3 
of, +, 15 Eds f(x; 3, à 
0 


Pour le calcul des intégrales, au lieu de (15.1), on peut se servir 
d’autres relations opérationnelles analogues, par exemple 


<F(V?, p)— | a | ET: 76 D fs, t)dé, (15.8) 
Fr, nr) _F AT Ù “RE 
É sn ge PT pdt. (15.9) 


En appliquant (15.8) à la relation 
Op 
ber (2V x y) = PTE 


on obtient sans peine 


00 X 


él 


0 


e 4&@- ber(2V/st) dt=f(x; 2, 3). 


On rappelle qu'il est possible de calculer des intégrales en introdui- 
sant sous le signe d'intégration un paramètre arbitraire pour cer- 
taines valeurs duquel on obtient l'intégrale cherchée. [llustrons 
ceci sur l'exemple simple de l'intégrale 


O0 

“À ds 
| SIN TS COS S ——. 
0 
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Soit le paramètre auxiliaire d défini comme suit 
F (x, y ui sin zs cos ys À. 
0 


Les formules 
: __ ps 
SIN TS — DES 
donnent 


O0 


…L ps q? ds __T _q 
F(x, y)= | p° +.s? gs? S = 2 P+g ° 
0 


En passant à l'original dans le second membre, on aura 
0 pour x<y, 
5 pour T > Y. 


— — 
Si y—1, il vient 


00 IT 
| sin æscos s sÎT POELE (15.10) 
0 O0 pour æ<1i. 
Pour conclure ce paragraphe, montrons l'égalité suivante 
as 4 L abr Tr 
| e-MTo (Ar) Jo (AE) Adhæ ge À D(). (15.11) 
0 
L'intégrale (15.11) s'appelle intégrale de Weber. En posant À — 
— 2 Vu, on obtient 
00 : L 4 . r2+Ez2 rË 
| er tb] (2r Vu)Jo (28 Vu) du=-re (5). 
0 
Si maintenant r° = x, E = y, 4k = 0 (r>0, £ > 0), on trouve 
00 x + — 
— — 1 TE, [2 
Feu (2V3n) Jo (2 Van) du= ge © DE). (41549) 
0 


La dernière égalité se démontre aisément à l’aide du calcul opéra- 
tionnel à deux variables. Utilisons les relations opérationnelles 


e ES à (2 V'ux). (15.13) 
LA — 
e 1—=J,9 (2 V ny). (15.14) 
Ces relations entraînent 
US LE 
ep 4 —J0(2Vux) Jo(2 Vu). (15.15) 
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En multipliant (15.15) par e-%# et intégrant sur u entre 0 et oo, 
on obtient 


C _ _ 1 
| eJ6 (2 V hx) Jo(2V'uy) du = ———. 
0 EE (o) 


(15.16) 


Reste maintenant à trouver l'original de 


À ____P4 
1 1 Opa+p+a ° 


On rappelle que 


To (2V xy) Fo _ 


D'où l’on déduit, en vertu du théorème de translation de l’image 
(14.32), que 


= _. P (p+1)(g+1)  __ pq 
: I (2V xy) (p+1)(a+1) [(p+1)(g+1)—1 pa+p+a: 


(15.17) 


En substituant x à — et y à _ dans (15.17) et en appliquant la 
règle de similitude (14.31), on obtient 


x+y — 

Sur 2 1/ xy O2pq @pq 

8 ———— | = 2 = — ——— 9.1 

: Lo ( ( = G?pq+6p+69 Op tp+ re 

(15.16) et (15.18) entraînent (15.12) et (15.11). 
2. Développements bilinéaires. En théorie de corrélation et, 

en particulier, en théorie des processus markoviens stationnaires, 
on rencontre souvent des développements de la forme 


p (x) p (y) ) 2 On t) Pr (Y) "= f(x, y), (15.19) 


où |A | << 1, p (x) est le poids avec lequel les fonctions vw, forment 
un système orthonormé sur l'intervalle [a, b]. Pour faire la somme 
des séries (15.19) il y a parfois intérêt à appliquer les méthodes du 
calcul opérationnel à deux variables. Explicitons tout d’abord la 
forme bilinéaire 


Ln (&) Ln 
PE ru GW; (x, y), (15.20) 
où 
L,, (@)— — __. (x eT*) (19.21) 
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sont des polynômes de Laguerre. Montrons que 


ii _ dt pour zx <y, 


y 
O0 2 
| di pour x > y. 
Compte tenu de la relation opérationnelle 
117 — 

(1——) =fœ)=2L (x 

et en vertu du théorème de translation de l’image 
P_F — p—ÀX 
Sir J +) = ef (a), 


il vient pour À=1 et f(p)— (1 ——) 


er (1 ee. 
P+i p+1 p+1 
En remplaçant æ par y et p par q, on obtient 


=, 0 


(15.25) et (15.26) entraînent 
eV Ln (x) La (y) = 


En, 


| TES) TE | 
Donc, 


Zn (2) Zn () _ pq 
5, le (ge —in[t 2], 


n=0 
ou 


f(x, y)=ln(p+1)+ln(g+1)—In(p+g+1). 


Par ailleurs, la formule (14.51), où 


? 


TEE 


x 


et les relations opérationnelles 


In(o+t= [ 


In (g+1) =|< 4 
y 
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—) =(2 Te 1, (0). 


(15.22) 


(15.23) 


(15.24) 


(15.25) 


(15.26) 


(15.27) 


(15.28) 


(15.29) 


donnent 
)+In(g+1i)—In(p+qg+1), (15.30) 


f(M) = m(p +1 
où M — max (x, y). De toute évidence les égalités (15.27), (15.30) 


et la formule (14.50) entraînent 

+ et 

ai pour Z<y, 
(15.31) 


+ 
— dt pour zx >y. 


| 
PAT 4 
( 


Les égalités (15.27), (15.28), (15.29) et (15.31) impliquent (15.22) 
ontrons encore une formule contenant des polynômes de La- 


guerre, plus exactement, 


Es j _ Ax+y) 
S'il M = ne 1 x 
n—=0 
2 V/ Axy 
XL(—E), 1A<t. (15.32) 
De (15.23) il suit visiblement 
(1—+) =2 (y, (15.33) 
donc 
S L, (2) L(W\— S [(1—-<+) (th) 
— | | n=(0 dé ds | 
ou 
00 : j 
D La (0) Ln (N= PF (15.34) 
Paes Orge 


n—=( 


Pour calculer l'original du second membre, utilisons la formule 


Er ns 5e 1m — ebx+au], (2 V(c == ab) ty). (15.39) 


L'égalité (15.32) découle de (15.34) et (15.35). 
Calculons maintenant la somme d’une série plus générale 


fe n= DT (vin) Naun, m (2) Nan, u(U), (15.36) 
n=0 
De 0, 1, 2 
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où 
M — — 


Nh, m (&) = y Mr m (Æ) = 


x?Me É 
Toro ii 
t 


1 
Fe = 1 
Mi, m (D = 2" 2e 7 p (5—k+m, 2m+1; x) 
étant des fonctions de Whittaker ; 
+ — _ _4(@T1) 
AN ORDRE Re pen LES 
une série hypergéométrique de Kummer. 

La série (15.36) est convergente pour toutes les valeurs réelles 
de x et y et des valeurs (réelles ou complexes) quelconques du para- 
mètre À, telles que | À | 1. 

Si l’on admet que 


O<Rev<Rem++, O<Rev<Rent—, |A|<1, (15.38) 


la sommation de la série (15.36) peut être ramenée à la sommation 
de la série plus simple 


(+ _—n+m, 2m+1;: z), (15.37) 


Lrv+EN 


+R, v- VLR, V 


1@)N  1(@) (15.39) 
2 2 


Cette sommation peut être effectuée à l’aide de la formule suivante 
pour les V-fonctions de Whittaker 


NN. m (£ — T) Nr, m' (T) dt = N , 1 (#). (15.40) 
2 


R+kh’,m+m'+ 


© rm Che 


La formule (15.40) se déduit aisément si l’on tient compte du fait 
que la fonction V,. » (t) possède une transformée de Laplace simple 


L ri 

LAN m(0}= \ e-PEN x m (t) PO Le 2 ONE ETS + 
4 1 h+ m4 

(p+—) (15.41) 


En vertu de (15.40), on a 


Nisrn(a)= | Nicvm (EN. 1 @GE 
| — 


V 


V 


u 
Nauru) = | Nuvu-v(y—n)N 1 On) dn. 
Fa. 


372 


Donc, si les conditions (15.38) sont remplies, on aura 
x 


fee ne | Nan (8 Nues, uv X 


0 0 
X (y—n) jo (&, n) dédn. (15.42) 
Eu égard à (15.39) et (15.41), il vient 


OO oo 


L p, a {Jo (ZX; y}= | | ePx-Qvf, (x, y) dx dy = 


_ tit 


La série du second membre est convergente pour | À | 1, Rep > 0, 
Re g >> 0. Quelques transformations simples donnent 


Lp, {0 (&; y)}= nn " ns 
TAN PT (+) (tr) 


En se servant de l'égalité 


— RES l'(m ec? 
Lo al(AY) 2 Tm CV) = RE , Rem>—1, 


et de la formule (13.7), on obtient 
Lp, a{fo (x, y)}= 


1—X 
donc, 
co . 
he De DÉTENU 
Î 
rai 1 1 1+2 ee — 
12 ER 21/7 
= (xy) 2e 2 1-À CU Lav-t EL (19.43) 


En particulier, en posant 2v = « + 1 et compte tenu de 


X 


: nlame 2 (2m) 
M7 LE F(2m+n+1) La (x), 


X 


nn n\rème2 (2m) 
mans h,n 0 TomEnEn M (Ca. 
n=0; 4 2, 
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(æ) exx % qqn “ 
La (x) = nl den (e Ar) 


sont des polynômes de Laguerre, on déduit à partir de (15.43) 


rIAr (&) (@) po — 
> Tarn er Gr G)= 


= 
2 


dc on 2 21/ Axy . 45.44) 


= +) 1—X 


À remarquer qu'on obtiendrait la formule (15.32) en faisant «a — 0 


dans (15.44). Si les conditions (15.38) sont réalisées, les formules 
(15.42) et (15.43) entraînent 


O0 


fe = D ET (2v+ 7) Nass, m (2) Navr, u (U) = 


X 
. 1,2 
= | | 1 —= = Ma- V,Mm— y(T—E) Nav, n-v(y— n) X 
0 O0 


x (En) De 2 TR 7e 4 (AVE) dx an, [Al (15.45) 


3. Equations différentielles. Les méthodes du calcul opérationnel 
à deux variables sont efficaces pour résoudre des problèmes aux 
limites pour des équations différentielles à dérivées partielles. Comme 
dans le calcul opérationnel ordinaire, la résolution se décompose en 
trois étapes: 

1. Composition de l'équation opérationnelle. 

2. Résolution de l'équation opérationnelle. 

9. Passage de la solution de l’équation opérationnelle à la solu- 
tion cherchée. 

Dans la première étape on peut être confronté aux difficultés 
spéciliques du calcul opérationnel à deux variables, difficultés 
liées au fait que des conditions aux limites « subsidiaires » non don- 
nées dans la position du problème, peuvent être nécessaires. Dans 
la deuxième étape, il faut éliminer ces conditions « subsidiaires » en 
se servant des propriétés de la solution de l’équation opérationnelle. 
Dans la troisième étape enfin, il faut passer de la solution de l’équa- 
tion opérationnelle à la solution cherchée, soit à l’aide de tables de 
formules opérationnelles (cf. [9], [10]), soit à l’aide des formules 
d’inversion. Bornons-nous à l’examen d'équations différentielles 
aux dérivées partielles à coeflicients constants et à deux variables 
indépendantes x et y qui sont supposées réelles et positives. 
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19, Examinons tout d’abord l'équation linéaire du premier ordre 
ou ou 
me té 1, y), æE]0, cf, yE]0, œlf. (19.46) 


Pour appliquer le calcul opérationnel et trouver l’image opération- 
nelle de _ et _ , il faut se donner les valeurs de la fonction uw (x, y) 
pour æ = 0 et y = 0, i.e 

u (0, y) = a(y) et u(x, 0) = b (x). 
Supposons que 


u(z,y)=u(p, g), f(x, y)=f(p, 9), a(y)=a(g), b(x)=b (p). 
(19.47) 
Dans les notations (15.47), l’image opérationnelle de (15.46) s'écrit 


p{u(p, 9)—a(g)}+q{u(p, 9 —0b(p)}=f(p, 9), 
d’où 
u (p, p=BD 4 Pa(g +2 Ep). 
Les formules (14.23) et (14.24) donnent 


Es 7. 0 pour & >> y, 
P+9 a(y—x) pour x<y; 
q =! pour TL Y, 
P+P b(x—y). pour x> y. 
Compte tenu de (14.53), on obtient la solution cherchée 


D(x—y) +f (z—s,y—s) ds pour x > y, 
u (x, y) — de 


a(y—zx)+ À f(xz—s, y—s) ds pour x <y. 
0 
D'où il suit que lorsque a (0) = b (0), la fonction uw (x, y) est définie 
et continue dans le domaine À (x E [0, oo [, y € [0, æ [) et dériva- 
ble pour y >xet y << x. Les fonctions a (y) et b (x) sont indépen- 
dantes l’une de l’autre. La méthode de résolution implique que les 
fonctions soient transformables-Laplace. À noter que l'existence et 
l’unicité d’une solution analytique de l'équation (15.46) sont défi- 
nies par ses valeurs sur l’axe x = 0, i.e. seulement par «a (y). Ce- 
pendant la donnée de b (x) ne contredit pas ce fait, puisqu'on ob- 
tiendrait une solution qui n’est pas analytique sur la droite y = x. 
2°, Soit donnée l'équation 


=, y), E]0, of, yE]0, of. (15.48) 


© 
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Ici les fonctions «a (y) et b (x) ne peuvent pas être choisies indépen- 
damment l’une de l’autre. En effet, dans les notations (15.47) l’ima- 
ge opérationnelle de l'équation (15. 48) est 


p{u(p, 9)—a(g)}—aqt{u(p, a)—b(p)}=1f(r, a), 
d’où 
f(P, qg)— pa (g)— gb co, (15 49) 
pP—g | 
L'image opérationnelle de la solution cherchée doit être une 
fonction analytique pour toutes les valeurs des paramètres p et q, 
telles que Re p > «, Re q >> B, où « et $ sont des constantes dûment 
choisies. Donc, le numérateur de la fraction (15.49) doit être nul 
pour p = q, Ce qui donne 
pa(p)— pb(p)+f(p, p)}=0. (15.50) 


En passant à l'original, on obtient la relation suivante entre les 
fonctions a (x) et b (x): 


u (p, g9)= 


X 


a (x) —b (x) + f(æ—s, s)ds=—0 (15.54) 


Donc, la méthode opérationnelle permet d'éliminer les conditions 
initiales subsidiaires. La relation (15.51) est la « condition de com- 
patibilité » des conditions initiales. Si elle est remplie, la fonction 
u (p, g) est l’image opérationnelle de la solution cherchée. En por- 


tant la valeur de b (p}, tirée de (15.50), dans (15.49), on obtient 


- __pa(g)—qa(p) , f(P,9) , af(p, 9) 
RD ga À pp—d es 


En vertu de (14.24) ou (14.56), l'original de la première fraction est 
la fonction a (x + y). Si l’on met la deuxième fraction sous la forme 


Â — 

1 Î (P, Q) D 0 ; 
on trouve aisément son original par rapport à g. En effet, soit 
—— = eF?; f(P, q)= f: (p, y), 


le théorème du produit de convolution donne 


nr 


y 
LT _4  ,py | ,-Psf 
q f CP, q) q—p € J 6 j (P, S) ds. (15.53) 


D'autre part, puisque 


LE, 


e Puf, (P, y ) dy, 


. 
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il vient 


_4_F(P; P) _ pv { ps} 5 
> e | ° f(p, s) ds. (19.94) 


Les égalités (15.53) et (19.94) entraînent 
f(p, 4) gf(p, p) _ ï _ p{a = y)} 
P—g  P(p—d) | é à. 
Comme s — y >> 0, le théorème de translation de l'original implique 
_ 0 pour T>—>S—/y, 
— P(s-V) — 
| hi (p, s) nn. S) pour t—>S—y. 
En groupant les formules (15.54) et (15.55), on aura 


X 


ë = X+Y 
He sur — f (+ y—s, 9 a | f(e—s, y+s) ds 


(15.55) 


Donc, la solution cherchée est 


X 


u (x, y)=a(x + y) + | f(z—s, y +s)ds. 


0 


On remarquera que la solution de l'équation (15.48) aurait pu 
être exprimée à l’aide de la fonction b (x). 
3°. Etudions l'équation des vibrations de la corde 


mr ef (&, y), &E]0, ol, yE]0, of. (15.56) 


ôx? 
Pour appliquer la méthode opérationnelle, donnons-nous les valeurs 
u (0, y)=a(y)=a (9), 
(+) =cw=c(0), 
(15.97) 
u (x, 0) =b (x) =b (p), 
CRETE) 


On a comme toujours 
u (x, y) =u(p, 9); f(x, y) =f(p, à. (15.58) 


Par ailleurs, pour conserver à la fonction uw (x, y) sa continuité en 
l’origine des coordonnées, on supposera que a (0) = b (0). Dans les 
notations (15.57) et (15.58), l'équation opérationnelle s'écrit 


p{u(p, 9) —a(g)}— pc(g)—q{u (p, a) —b (p}}+ad(p)=f(p, 9), 
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d'où 
f (p, g)+ pe (g)— qd (p)+ pa (g)— q%b? (p) 

p°— q? ° 
Ütilisons l’analyticité de la fonction w (p, q) pour établir lesquelles 
des fonctions a, b, c et d seront indépendantes entre elles. Pour 
p = g, le numérateur de (15.99) doit être nul. Donc, 

f(p, p}+pe(p)— pd (p) + p2{a(p)—b(p}}=0. 

Mettons cette égalité sous la forme 
HE P) 


u (p, 4) = (15.59) 


+c(p)—d(p)+p{a(p)—a(0)}—p{b(p)}—b(0)}=0. (15.60) 


En passant aux fonctions, on aura 

Lies, s) ds— c (x) — d (x) + {a (x)—0(x}= 

0 
d'où il suit que l’une des quatre fonctions a, b, c et d est définie 
par les autres. On constate que dans l'égalité (15.59), on peut passer 
des opérateurs aux ionctions sans calculer préalablement a (p), 


b (p), c(p) et d'(p) et sans recourir à la formule d’inversion. En 
effet, en retranchant le second membre de (15.60) multiplié par g, 
du numérateur du second membre de (15.59), on aura 


pif (p, g)—af (p, p) JL Pe(g)—gc (p) 
p (p?— q°) ET 


pa (g)—ga (p) gb (p) 
Les formules (14.53) et (14.56) donnent 


u(p, q)= + 


min(x, y) 


— | c(z+y—2s)ds. 
0 


pe (g)— ac (p) 
p?— q? 
En mettant la troisième fraction de (15.61) sous la forme 


— 1 pa(q)—pa 1 - 1 — 
pe en. _. pa —— (p) + - a (a)— + pa (p) 


et en utilisant les formules (14.56), (14.57) et (14.58), on obtient 


a 


Î 
Pa (9 — 8 (p) re nt dde 
PQ" 


1 

{a (x+y)—a(x—y)} pour y << 4. 
On a enfin pour la quatrième fraction 

gb (p) — p-PUp (die ee” y) pour x> y, 

p+9 0 pour Ty. 
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Donc, la solution cherchée s'écrit 
min(x, y) X—s min(x, y) 


“(ay | de | f(a—s—t, y—s+t)dt+ | X 
0 0 0 


Î 
j Z a(y—t) pour 4 < y, 
C(x+y—2s) ds+- a(x+y)+ j 
b CUS a— y) pour x >> y. 
(15.62) 
40, Etudions l'équation de la chaleur 
0 0 15.63 
Ge — og: ?ÉIU, of, yElU, œT, (19.05) 
Supposons que u (x, y) vérifie la condition initiale 
u (x, 0) = a (x) = a (p) (15.64) 
et l’une des deux conditions aux limites 
u (0, y) = b (y) = b (Q) (15.65) 
ou 
ou L 
( Jazo = €) = € (0). (15.66) 


La forme opérationnelle de l’équation (15.63) est 


p’lu(p, 9) —b(g)]=pe(g)—aqlu(p, 9) —a(p)}]=f(p, 9), 


d'où 
DE f (p, q)— c 2h = 
u (p, g) =1@ q)—qa Etre (g) + p G@) (15.67) 
Le dénominateur de la fraction de (15.67) possède deux racines: 
p = Vaetp = — V q. Onse limitera à l'étude de la racine p = V q. 


À remarquer qu’en vertu de l’analyticité de w (p, q), le numérateur 


de (15.67) doit posséder p = ŸV g pour racine sinon cette analyticité 
serait violée pour p? = q. Donc, 


f(V a g)—ga(Va)+Vac(g)+ab(g)=0. (15.68) 
Cette relation lie les fonctions a (x), b (x) et c (x), de sorte que deux 
seulement peuvent être choisies arbitrairement. Soit, par exemple, 


à calculer la fonction b (x), a (x) et c (x) étant connues. Tirons b (p) 
de (15.68) 


b(p)= VB D + 3(y 7) “e | (15.69) 
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La formule (15.8) entraîne 


FO p, p) _ | ds | = 5j (6 t) dt. (15.70) 


D : | IT (T—t) 
On sait que 


O0 


a(Vr)= = | M CAT ds. (15.71) 
0 


Les formules 


cp) @) _ V p | ePéc(s) ds 
0 


P 
et 
: pour x <s5, 
eV p=— 1 
Van pour x >S, 
entrainent 
cp) _ | ce(s) 
V’P | V'n(z—s) ) 
En portant (15.70), (195.71) et (19.72) dans (195.69), on obtient 
b(x) = — {as | - Te / (s t) dt + 
À À nV/xz—t | 
1 C + C c(s) 
—— x ds — | —""— ds. 
+7a | e a (s) ds Er ie (19.75) 


On calculerait de façon analogue n’importe quelle fonction a (x), 
b (x) et c (x), lorsque les deux autres sont connues. 
0°, Calculons enfin la solution uw (x, y) de l’équation 


o?u êu 


7e = gr tEI0, œ[,yE]0, œT, (15.74) 
qui vériiie les conditions 
u (x, 0) = 0, (15.75) 
u (0, 0) =0, (15.76) 
ou ou 
no 8 Ce lo = 9 (15.77) 
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et qui tend vers Ô lorsque x — oo et y — co. Au lieu de uw (x, y) 
nous allons chercher son image opérationnelle 


u (p, q) = pa | | eu (x, y) dx dy. (15.78) 
0 O0 
On a 
2u — .— 2 
— — p?u (p, qg)— p?u (0, q) — pu, (0, 9), (15.79) 
= qu (p, 9) — qu (p, 0), (15.80) 
pu u (0, g)=a | eu (0, y) dy, (15.81) 
0 
Us (0, q)—Q en (TE) dy. (15.82) 
u (p, 0)=p | eu (x, 0) dx. (15.83) 


One 


Les égalités (15.80), (15.79) et (15.83) entraînent 
ou … 
3 = du (p, 0). CES) 


Pour obtenir l’image opérationnelle de l’équation (15.74), donnons- 
nous des conditions aux limites « subsidiaires » : 


u (0, y) = b (y) (15.85) 
(+). = c (y). (15.86) 
Les égalités (15.79) et (15.80) donnent alors 
pu (p, g)— pb (g)— pc (g) = qu (p, 9), 
d’où il suit 


p°—q | | 
Compte tenu de la condition (15.75), on déduit 


u (p, q)— 


ay | © Û - - 
q | er (5). dy = ÿ | eu (0, y) dy — qu (0, 0) — gù (q) — qÙo. 
0 0 
La dernière égalité donne, eu égard aux conditions (15.77) et (15.86), 


gb(g)—a%0= ac (g), 
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d'où il suit 


En portant (15.88) dans (15.87), on obtient 
u (p, 9) = Plaptob(g prés (15.89) 


a (P?—q) 


Comme dans le cas précédent, l’analyticité de la fonction uw (p, q) 
entraîne 


(a V a + q)b (a) — 4% = 


d'où 
bg = —, 15.90 
SATA ds 
En portant (15.90) dans (15.89), on obtient 
DD D 15.91 
P, 4) "Va(Va+a) (p+V a) 
La relation opérationnelle 
P  __ -ax 
pra 
entraine 
Lu — Ÿ a — - Va : 
u (x, q) 077 (Va) e (15.92) 


Compte tenu de l'égalité 


Re (—=-———) 
V'a(V'ata) 4 \Va Vata 
et des relations opérationnelles 


V'ae-2 Va y (œ, y), (15.93) 


ax Va 
où 
1e De TT, ete(o= ee | e-v8 1 ele “# dE 
Va Va J VE | 


on obtient la solution cherchée 


u (x, y)= Vo {ester eric Ë 


taVu)}. (5.5) 


Il est évident que u (x, y) — 0 lorsque x —+> co et y —+> 00, 
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$ 16. Calcul opérationnel de fonctions de deux arguments entiers 


1. Corps d'opérateurs. Le calcul opérationnel de fonctions de 
deux variables entières peut être conçu comme au $ 9 pour le cas 
d’une variable, Une autre méthode de justification du calcul opéra- 
tionnel de fonctions d’argument entier consiste à introduire l’analo- 
gue discret du produit de convolution. C’est cette approche que l’on 
développera ici; l’exposé n’est pas rattaché aux paragraphes précé- 
dents. 

Soit S l’ensemble de toutes les fonctions f (x, y) d'arguments 
entiers non négatifs xety à valeurs complexes ou réelles. Les fonc- 
tions seront notées j (x, y) ouf (m, n),f (lu, v},oùuzx, y, m, n, Lu, v 
sont des entiers non négatifs. L'ensemble S est un espace vectoriel 
pour les opérations ordinaires d’addition et de multiplication par 
un nombre. 

On appelle produit de convolution des fonctions f (x, y) et g (x, y) 
de $, la fonction 


h(a, y)= DD f(x—v, y—u)g(v, nu). 


v=0 1=Û 


Il est aisé de vérifier que le produit de convolution est commutatif, 
associatif et distributif relativement à l'addition. 

Désignons par V, et V, des opérateurs linéaires définis sur l’en- 
semble S par 


Vx] (x, y) = FL y) — j (x DE À; y), 
Vi (x, y) = f (x, y) — f (x, (RE 1), x ZA, y>1 ù 
Si x = 0 ou y = 0 on supposera que 
Val (x, y) lx=0 = f (0, y) 


Vi] (x, y) ly=0 —= j (x, 0). 


Munissons l’ensemble S du produit. 
Définition 1. On appelle produit des fonctions f (x, y) et g (x, y) 
de S, la fonction 


X y 


h(x, y)=ViVy D D f(x v, y—u)g(x, u). 


v=0 p=0 
On a, de toute évidence, 


x x— 1 

h (x, 0)= » f(z—v, 0)g(v, 0)— > f(x—1—v, 0) g (v, 0), 
vV=( v=0 
112 0 46e, 
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= 0 u=0 


y=Î, 2, 3, #2 


h(x,y)= D D, f(x—v,y—-u)g(v,u)— 
v=0 u=0 
X=1 y 
— D Di —i—v, y—u)g(v, n)— 
v=0 n=0 
x y-i 
SOS fav, y—1—u) g(v, W)+ 


v=0 u=0 
x—1 y-i1 


+ D D f(—1—v,y—1—p)g(v, pu), 


v=0 u=0 


=: 0 Det 2:50 2.2 
On notera ce produit par %, i.e. 


 (@, y) X£g (x, y) = h (x, y). (16.1) 
Propriétés fondamentales du produit 
1. Le produit est commutatif, i.e. 
f(x, y) X£8(@, y) = £g (x, y) X f(x, y). 
2. Si f(x, y) = c est une constante, 
cK gx, y) = cg(x, y). 
3. Si la jonction j (x, y) dépend seulement de x, i.e. f (x, y) = 
— j (x) et g (x, y) seulement de y, i.e. g (x, y) = g (y), on a 
Î (x, y) X 8 (x, y) = f (x) g G). 
Dans ce cas le produit de convolution est confondu avec le produit 


ordinaire de fonctions. 
Cette propriété découle immédiatement de la définition du 


produit. 
4. Si f(x, y) = f(x) et g(x, y) ES est une fonction quelconque, 


le produit f (x)X g(x, y) = h (x, y) est de la forme 
h(0,y)=f(0)g(0, y), y=0,1,2,.... 


| 


h (x, y) = >. f(z—v) g(v, y)— Ÿ f(z—1—"v) g (v, y); 
v=0 v= 0 
Dh 2 9 as 012, 522. 
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La dernière relation donne, en particulier, 


0 pour #—=0:ÿ=0; 12; ::2. 
EL x— 1 
TK EG S LE (v, y) pour r—1, 2, 8, ...; y—0, 4,2, 
v=Û0 
(16.2) 
De façon analogue, on a 
0 pour y=0'r=0; tr 2, 
——— y—1 
y x 8 (x, y)— >, g(x,u) pour y=i, 2,3, ...; x=0, 1,2,..., 
u=0 
(16.3) 
et enfin 1276 5 
x—1 y—-1 
S' g(v. our x>1Â,y>i, 
Ty X g (x, y)— 2 2 8 HP s (16.4) 
0 dans les autres cas. 


9. Le produit est associatif, t.e. 
(x, y) kg, y) K ht, y) = f(x, y) x Lg (x, y) KR (x, y)l. 
6. Le produit est distributif, t.e. 
y) +g GG y) Kh(, y) = fa, y) Kh (a, y) +, y) KA (x, y). 


L'ensemble S$ muni de la somme ordinaire de fonctions et du 
produit (16.2) est un anneau commutatif. Cet anneau est un anneau 
d’intégrité. Ce qu'on notera par la propriété suivante. 

7. Si 


où x et y sont non négatifs et g (x, y) une fonction non identiquemen 
nulle, alors f (x, y) = 0 quels que soient x et y. 
Démonstration. Soit m et n un couple d’entiers, tels 


que g(m, n) 0 et g(p, qg) = O0 pour tous les p E [0, ml, a Et 
E[0, nletp+g<m+n. (Sim —=n —= 0, l’ensemble de couples 
(p, q) est vide.) Supposons que 


f @, y) X gx, y) = h(x, y) =0, x20, y>0, 
alors 


x y 


D OS h(vu)=0, z>0, y>0. 
v=0 =0 
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D'où il suit que si l’on remplace À (x, y) par le produit f (x, y) X 
k g(x, y) et l’on effectue les calculs nécessaires, on obtient 


x 
D OS fav y—-pe(vu)=0, :>0, y>0, (16.5) 


v=0 u=0 


ou compte tenu de la définition du couple (m,n) 


X y 
D) Diff —v,y—p)g(v,u)=0 (16.6) 
V=mMm Un 
En posant x = m, y = n, on obtient f (0, O0) g (m, n) = 0, d’où 
f (0, 0) = 0. En faisant y = n dans (16.6), on déduit 


n f(x—v, Ojg(v,n)=0 (16.7) 
Supposons que f (x, 0) = 0 pour x € 10, pl. Alors pour x =p +m 
on déduit de (16.7) que f (p, O)g(m, n) = 0, d'où f (p, 0) = 0. 
Donc, pour tous les x>0, on a f (x, 0) — 0. En posant y = n +1 
dans (16.6), on trouve 
x n+i 
D D f(—-v,n+i—u)g(v, = 


v=m U=n 


— > f(x —, 1) g(v, n) + >» f(z—v, 0) g (v, n +1) — 


V=m V=m 


X 
= D f(c—v, 1)g(v,r)=0. 
V=m 
En reprenant les raisonnements précédents, on conclut que la 
fonction f (x, g) = O0 pour tous les x>=>0 et quel que soit g, i.e. 
est identiquement nulle. 
Notons R (S) l'extension de l’anneau S à un corps de quotients 
et appelons opérateurs ses éléments. Le corps À (S) contient, en 


particulier, les opérateurs - et _ Introduisons les notations 


Î { 
Po Ts (16.8) 


Voyons à quelles conditions doit satisfaire une fonction f (x, y) ES 
pour que le produit o % f (x, y) appartienne également à S. Soit 
co Xf(m y) =h(x 7)ES, 

alors la fonction 
1 
j (x, y)=—Xh(x, y)=xzXh(x, y). 
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D'où il suit (cf. (16.2)) que j (0, y) = 0 lorsque y = 0, 1, 2, . 
Inversement, si cette condition est remplie, on obtient 
x—1 


f (x, y)= > [f (v+1, y)— j (v, y)]e 


v=( 


En supposant que f (v + 1, y) — f (v, y) = À (v, y), on obtient 


x— fi 
f (x, = Z'h(x, y); 


donc 
ff, y)=xxXh(x, y) 
d’où 
h (x, y) = 6 X f(x, y) ES. 

De façon analogue, on conclut que le produit t X f (x, y) appartien- 
dra à l’anneau S si seulement j (x, 0) = 0 pour x = 0, 1, 2, ... 
Donc, on est conduit au 

Théorème 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le 
produit 6 X f(x, y) appartienne à S est que f (0, y) = 0 quel que 
soit y. De façon analogue, une condition nécessaire et suffisante pour 
que le produit t X f (x, y) appartienne à S est que f (x, 0) = 0 quel 
que soii x. 

2. Calcul d'opérateurs. Posons 


f(x+1, y)—f(x, y)=A,f (zx, y), (16.9) 

f(x, y+1)—ÿf(x, y)=A,f(x, y), (16.10) 
on obtient 

GX[f(x, y)—f(0, y)]=A;f (x, y), 

TX[f(x, y)—f(x, 0)]=A,f(x y). 
Les égalités (16.9), (16.10) et (16.11) entraînent 


ot X [f(x, y) — f(x, 0) — (0, y) + j (0, 0)] = A,A,f (x, y) 
(16.12) 


Si f(x, 0) = (0, y) pour tous les x>0, y=>0, on obtient la 
relation 


(16.11) 


ot X f(x, y) = A,A,f (x, y). (16.15) 
De (16.11) on déduit que 
o X [Af (x, y) — Asf (0, y)l = Aïf (x, y), 

d’où il vient, compte tenu de (16.11), 
c{o (f(x, y) — (0, y)1 — A;f (0, y)} = Aïf (x, y), 
ou 

AS (x, y) = of (x, y) — o°f (0, y) — oA,f (0, y). (16.14) 
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De façon analogue, 
Ayf (x, y) nu T°} (x, y) ou 1°} (x, 0) ue tA,f (x, 0). (16.15) 
Les égalités (16.14) et (16.15) entraînent 
(AË + AË) fe, y) = (6? + ©) f(x, y) — of (0, y) — 
TT T°} (x, 0) be OA xf (0, y) re TA,f (x, 0). (16.16) 
Posons 
a) = g(x—1)(x—2)...(x—n+1), x0—141, O0 —1, 
yo) = y(y—1)(y—2) ... (y—m +1), y —1, 00 —1, 


Dans ces notations on obtient A,z®)=nxrt#-1, Comme x(1,_,=0, 
lorsque n >> 0, on déduit de (16.11) que 


OX!) — À xt) = nytnr-1) 


d'où 
ox) — ni 
ou 
= … (46.17) 
et visiblement 
m 
=. (16.18) 
Definition 2. Supposons que 
ÎÀ pour x > m, y >n, 
Nm n (; ÿ = | O0 dans les autres cas, 
À pour x >k 
de «= | 0 pour x<<k, mx) = 1. 
On a visiblement 
Nm, n (2, Y) = Nm (£) Mn (7). 
La propriété 3 entraîne 
Mmes n (2) = Nm (2) X Nn (y). 
I1 est aisé de vérifier que 
Nm (Z) X Nm, (Z) = Nmim, (), (16.19) 


donc 
Mmes n (es Y) Km, n (2, Y) = Nm (&) X Nm, (2) X Nn (7) X Mn, (Y) — 
= Nm+m, (TZ) X Nn+n, (Y)= Nmim,, nin, (X, Y), 
i.e. 
Nm n (2 Y) KMmin (2, Y) = Nmim,, non, (&, y). (16.20) 
388 


On a, par ailleurs, 


(1 + 0) 1 (x) = M1 (x) + ons (x) = M (x) + Ass (x) = M (1 +2), 


or 
Me D=t, z=0, 12; 
ainsi, 
ne. (16.21) 
En tenant compte de la formule (16.19), on déduit 
im (c) == ma (x) Km (2) X Km (x) = nn (x), 


donc, 
1 
m(t)=———— 16.22 
De facon analogue, on a 
1 
Nn We: 
par conséquent, 
1 
Nm n (Z: y) = (16.23) 


(+0)? (+7) 
Considérons la série double 

f (v, LH) … 
THAT à 5 +0) HT) 


ee cp 1 1 1 
2360) Go) ]- 


. 2,f(v hi) (nv, u (2, Y) — Mv+1, nu (2, y) — 


— Mv, +1 (x, y) + Nv+1, +1 (x, y)1= f(x, y) 
1e. 


dre ee À y). (16.24) 


f O, T) — 
du +0) (+7) 


its 
AE 


OT 
(140) (141) 


Etablissons quelques es RO à celles du calcul opéra- 
tionnel à deux variables (cf. $ 14). 
a) Soit la fonction 
0 pour xÆy, 
f(x, n={ ; _ 
(x) pour TX — y, 
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où f (x) est une fonction donnée de l’argument entier x. On a 


f (v) 
fx, W=f(, 7)= TES (en > +0)" A+)" 


De ie 
1+0o+7T+0oT — ({Lo+r+or) ? 


Comme 
Ton © - f (N) 
f(o)=7 2 TH ET (16.25) 
il vient 
OT 0 Si x Y, 
—— f(o+T + 0oT 
peer fermet Goes (620 
En particulier, la formule (16.26) entraîne pour f(x) = 1 
OT EL 0 pour x y, 
pe ” À pour x=y }= 8. (16.27) 


b) Supposons maintenant que m —= min (x, y}, et f (x) est une 
fonction donnée. 
Posons f (x, y) = f(m). Il vient 


= D 
FURES KE OE CE (147) {5 > int Me LE? 


+5 3 —n 


nr na (+) 


_ 1 
= > _. 2 ATEUS 
f (v) 1 L ot : f(u) 
2, a+ à, TEA UNES 2 TENTE VAN 


S fu) à _i OS RE 
F2 A+) 2 Tr t à Gta, 2 PEUR 


= Vv + 1 


: f (pu) . f (u) 
E To F0 (5 +0)" (+7) 2 o(i+o) (A+r)" 


. TO ___o+t+or <  — 
*2 tTt+o) (+7) r” OS Ee à FRAPPE 
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En tenant compte de (16.25), on obtient 
f(o+T+ 07) = f (M). (16.28) 
c) Supposons que la fonction f (x, y) = f(x + y). On a 


fOTHU) 
PU TF9 F5 2 > +0) (+7) 


rs 2 PE en 


OT 1 
= 2103 


1+o \!+1 
> f (2) — | T1r | EL 
= THAT = 


pe 


EE OT 1 __ _1+0 _ 
Ris 20 TEL 


OT 1 1 
"r—=0 2 10 Éaree TR À s 
En tenant de nouveau compte de l’égalité (16.25), on obtient 


HO) EL (54 y). (16.29) 


Signalons encore deux relations fonctionnelles générales suscep- 
tibles d’être utiles dans le calcul des opérateurs. Posons 
fo, T)=f(x y), go, T)=g(x, y). 
On obtient alors (cf. (16.24)) 


À À 
CHOCO Ÿ (0, Dg(0, = 


OO O0 OO 


f(V, u)g(p, 4) 
= ATOUT 2 D à > A+ o)"+P 4+r)te 


vV=0 u=0 p=0 g=0 


— HITS > D rar S j(n—p,m—Q)g(p, 9). 


p=0 qg=0 
D'où il suit 
1 1 
CEOCES (9, T)g (0, T) = S S je y—u)g(v,u). (16.30) 
v=0 U=0 
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De facon analogue, on établit que 


x—1y—-i 
—— D D fa—v—i, y—1—pg(v, n 
Fi | | 
f(o, T)g(0, +) — ) +0 0 (16.21) 
OT pour zx >1Â, y > 1, 


0 dans les autres cas. 
En supposant que f (x, y) = (1 + œ)° et f(x, y) = (1 + B)” dans 
les formules (16.11), on obtient 
o [1 + @)° — 1] = [A + 2) — (1 + a) = x (1 + œ)”, 
ou 
(o — a) (1 + &)* = 5. 
En procédant de façon analogue on obtiendrait la formule 


(t — $) (1 + B) = x. 


Donc, 
(tra), (16.32) 
FE = (1 + By. (16.33) 
Une dérivation des dernières égalités par rapport à & et 6 donne 
1) x) — 
(o—a)"+1 nl rare, (16.34) 
EU pp 16.35 
pt +} 7. (16.35) 


En supposant que f(x) = dans (16.24), on obtient 


À 
7 … O 1+0 ÀAX 
OST =: 
D'où il suit 
_NO___ MT ——. 
OT T'AO LT U 
TFo (+0 mrgre + (6.86) 


Sous réserve de la convergence des intégrales, la formule (16.36) 
entraîne 
AO UT 


TES 1+T ES TEE 
moto | |° DA, u)dAidu 


| | Afue-h-uD (à, u)dà du. (16.27) 
0 O0 


Si l’on pose D (4, u) = ® (Au) dans (16.37), le premier membre 
de (16.37) se ramène à la forme 


20T à 
(+0) (147) |2@® Ko [277 To 1+ 7) JE, 


et le second à 
(ET 0750 
xlyl! 04 
(4 
Dans les deux cas on s’est servi de l'égalité 


Ï nu tse. 2 (L} K, (2V By). 


On a, donc 
TFUE [or D H[2V rats NET) ju 5 
x+y 
— MPTIES 2 K,_,(2VE)dE, (16.38) 
0 
ou 


fo t+at+n 4 K (CV?) dt = 
0 


1 € En _ 
— zlyl | PE 2? K,(2VE)dE. (16.39) 
0 


Les formules (16.37) et (16.38) peuvent être utilisées pour dresser 
les tables de valeurs des opérateurs f (o, t). Posons 
_E mel 
LE, 6 = Ly(n) S 
On a visiblement 


n) 


—AjnÈn _Aÿnän 
L,.. (£) = SEE DE D —. 


Etant donné que x est un entier et x(®) — ( lorsque n >> x, l’expres- 
sion du polynôme de Laguerre de puissance x s'écrit: 


= —1)nER gn 
LE= > EE. 
n=0 
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On sait [2] que ces polynômes forment un système orthonormé de 
poids e-Ë sur l’intervalle ]0, oof. Cette propriété découle immédiate- 
ment de la formule (16.26). En effet, 


[e +) 


is 0. | 
0 0 s L—Y. 


Remarque. La propriété 3° du produit dans l’anneau S 
est essentielle. 
Soit l’expression (cf. (16.39)) 


OO O0 


| Le FÉRE,m an F(+,2), 


où 
F(p, 9 = | (FE me-ri-mdt an, 
0 0 
On peut calculer l’opérateur F (+, —) en se servant des tables 


de la transformation de Laplace à deux dimensions. On a 


F5, +)= | (LE L (MIE métdn (16.41) 


ë 
Â ein 
re =L.(E r), (16.49) 
y -1 
ù ft 1 -£ 1 -È 
ÎLE nL,@ nre-tae (Le she tee-tds- 
0 0 


__ T(r+4) or st 
 (o—HT+ or) T'A+r)a, x — 
L'égalité (16.41) s'écrit: 


er, LE (ÎLE 2m 916 métdn (164% 
0 0 


Il existe une autre méthode de calcul des valeurs de f (o, T). 
Supposons comme toujours que [E] représente la partie entière de Ë. 


Si [El = v et [nl =u, alors f([E], nl) = f(v, u) pour ÊE 
Efv, v+il, n Elu, u + 1. Cherchons la transformée de Laplace- 
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Carson de la fonction f ([E], In) 


F(p, q)=— pa \ | 7 (HI. [n]) ePÉ- AN dE an — 
0 O0 


1 u+1 
= pa 3 5 f(v ) Î | e-i-m dE dn= 
v=0 p=0 LL 


= (eP—1) (e7—1) : À f(v, u)e-r@+De-au+t), 


En se servant des formules (cf. (16.21)) 


eP=m(x) = —— R (16.45) 
1 
eT= M1 (y) mere (16.46) 
on ramène la dernière égalité à la forme 
— f (v, h) 7 
F(p D=Trtr > 3 ace (0, 1). (16.47) 


Cette formule permet de calculer les valeurs des opérateurs f (o, ©) 
à l’aide de la table de la transformée de Laplace à deux dimensions 
et des égalités (16.45). 


Penchons-nous sur un autre exemple maintenant. Soit 


s (+ o—V 20 


On a 
_ A+o—Vy2} (t+r—y2}# _ 
u du is -#i (V2+0 V2—A) (V2 V2 
OT 1 


(VE V2 24520, U+o—VD(+r—V2 
(V2+0V2—1)(V2+7Ty2—1) 


. OT _— 1, LT — 7, 
OL T+HOoT 0, x y. 


Si donc l’on assimile le produit scalaire à l’expression 


(ln (0h (&)) oo. 2 ln (7) lm (7) 27; 
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le système de polynômes lo (E), L1(E), ..., l,(E) sera un système 
orthonormé. Explicitons les polynômes /, (£). On a 


E 
022 (o+1—72)} 


le (E) = Ed 
2 2 foi)" 
2 
Comme 
1 _ Î 
o+1—V2 ji 1/2 (V 1 ;) 
1 = 1 d 
À — —— À — ——— 
O + 72 O +- Æ 
| vient 
_ 1 ë 
V2 
«= fr L : - !] 
Donc, 
4 8 
À Ë —) . 
LE=—= > ( 1 ( | ; 
V2 k=0 k CES 
2 
or 
O 1 xtR) { x—k 
(o—aœ)#+1 EH k | ( Tr &) 
la formule (16.34) entraîne 
O xt) À x—h 
(o+1— =) k | 75) 
2 
Ainsi, 
6 
1 E\ x 1 
_— À —— 
h=0 
ou 
Nu kR Ex 
(= 2 > (— 1) na + (16.49) 
h=0 
De ce qu’on a démontré il suit que les polynômes 
is 
l (E)=2 À? ufr) EL 
Œ 3 (1 GE 
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vérifient la condition 
{A si m=n 


DETTES RS (16.50) 


j=0 
Prouvons, enfin, que 


x—-1 y-i 


D D ft p)(—1)—(—1#= 


=> D Gr Any f (0, 0) — 


JS S CD AA T (æ, 0) — 


n=0 m—=0 


ee —1jrim nAM 
D) LE ASAÏ'T (0, y) + 


n=0 m—=0 


4) U Si S Né ut AA (x, y). (16.51) 


_ ONFMEE 
n=0 m—=Û 


Dans le cas d’une variable, cette formule s'écrit 


t—1 oo 00 
—41)r Anf (0 —1)n : 
D FE (= D RERO CS SE AT 0). 
= n=0 n=0 
(16.52) 
En appliquant cette formule par rapport à y, on obtient 
y— 1 
D fx, n)(—1)"= 
=0 
S (mA (x, 0) 2 (—1m AT (x, y) 
— à L un ai D a .… (16.98) 


m=Û m=— 0 


En appliquant cette même formule par rapport à x à Ja fonction 


y— 1 
= À; f(x, u)(—1)", 
u=0 
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on obtient 


x—1y-1 00 


D D tv n)(—1 1e D GAS 510 )(— 1 — 


v=0 u=0 n=0 


(y 5 ŒU ae 5 fe, pu) (—1). 
n=0 


u=0 


On déduit la formule (16.51) en remplaçant dans la dernière éga- 
y— 1 

lité les sommes | par leurs expressions (16.53). 
= 0 


3. Calcul de quelques intégrales définies renfermant des polynô- 
mes de Laguerre. 


1. Montrons que pour nr < m, on a 


Ln (Ë) Lm (2) ed (— 1)" “4 2. (16.54) 


On, 8 


emarque. Pour n > m l'intégrale est visiblement nulle. On a 
(ci. 46. 40)) 
ee _ 26 
Lx(Ë=e Ÿ et L,(2)=e 


donc, . 
4 r -E(=+£+1 
| L, (Ë) L, COPA e G T 'e 
: 0 
ou 
Ly (#) L (2£) ER 
L Si oi +0) (5+7) 


Compte tenu de l'égalité (ci. (16.32) et (16.33)) 


ae te 
on obtient 


O0 


Î Le CE) Ly (28) ef (IN (2 
(0 


2hO 
=(—1)7 ÿ (= (: lire: 
R=0 
Eu égard à la formule (cf. (16.24), (16.29)) 
CO SI LE, 
TES Del À si z—k, 
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on déduit la relation cherchée pour y > x 


Fa Œ Lu (be (147 (É 2e, 
0 


2. Prouvons que pour ñn<m, on a 


O0 E : | | 
| 2 (Ë) Zn (= )e Ë GE — 2 ( s ]. (16.55) 
De façon analogue à ce qui précède, on obtient 
| Lx (E) Ly (+) GT ———— — —— 
0 5 +1(1+#+0) TF5 T55; 


O y 


= = (4 j'- 


y 
= 2 y ee — = 2— LA 
20) (Fort 2v(<) pour v>. m 


3. Montrons que 


00 min(m,n) 
Ê En D 2m De ta=(—imaer D (2) (7)(%) 
0 h=—0 
(16.56) 
pour ai, a > 0. 
Comme dans les cas précédents, on obtient 
À Lx (AE) Lu (28) eÈ = 5 — = 
| Las O+a 
O 20 y O 2 y 
EE oO+a (ie o+ a ss. o+a (1 ne) — 
y 
9 g\À 
=D (rs) = 
k=0 
- , JE) 
=(— D (08 a (5 tar = 
h—0 
y 
CN (TE) (2) (e)u-os 
h=—0 


4. Montrons que 


© min (n, m) 


| Ln (0E) Lm (+) es dé=2-m y» . “ ] ah (1— api (16.57) 


0 R=0 
pou aÆ#i,a>0. 
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En effet, 


La (D Eu (4) ta Er ne us: -sra)- 
| y 
(lee 3 (4) CG )eears 


>. Montrons que 


[ Ln (GE) Lm(E) e7$ dE = am _ (i—a)n-m 
0 


pour n > m. 


En effet, 
e : O T O O y 
| EG) LE ee re (5) : 
= rs = EE A Cm Da I (Î—a)*"Y. mn 
6. Montrons que 
e gi ie n m \(ax— Ajmen-2k 
finbimbe tas D (er 
0 RkR=0 
En effet, 
re @E Eh _  —* 
j y °  o+T+aot Eee (+5) 
O O y O { { y 
1—Euo Corner) = | (t-—+) (ébypentises 11 
Donc, 
O0 y 
“ 1 
fnbnersan( 2 (2) 
0 R=0 
Comme 
O 1 4 1x-k 
(l+ao)k+ti — œhri Foi (1——) ; 
il vient 
O0 y 
[ae oetan LL) S (2) (2) s 
k=0 


0 


CHAPITRE V 


QUELQUES PROBLÈMES D’INVERSION NUMÉRIQUE 
DE LA TRANSFORMÉE DE LAPLACE 


$ 17. Inversion de la transformée de Laplace à l’aide 
de polynômes orthogonaux sur un intervalle fini 


Position du problème. Dans les cas où pour une 
raison quelconque il est impossible de restituer analytiquement 
la fonction f ({) si l’on en connaît l’image opérationnelle f (p), il 
semble naturel de poser le problème de l’inversion approchée de la 
transformée de Laplace. Supposons que la fonction inconnue f ({) 


est intégrable sur tout intervalle fini [0, TJet f (t) € L, (B (t); O, oo), 
1.e. 


B (é)1f (t)2 dt < oo, (17.1) 


Qt en 8 


où B ({), est une fonction non négative sur [0, co] et, de plus, 


O0 


À B (£) dt < oo. (17.2) 


0 


La transformée de Laplace ® (p) de la fonction $ (£) j (t) est 
D(p}= | er (if (0 di. (17.3) 
0 
On demande la fonction f(t). En faisant le changement x = ef 


dans l’intégrale (17.3), on obtient 
1 


D (p)— \ Po (x) @(x) dr, (17.4) 
0 
où 
p(o=f(—inr, o(m= 122. 


En vertu de (17.1) et (17.2), l'égalité intégrale (17.4) est vérifiée 
dans le demi-plan Re p > 0, donc, en donnant à la variable p succes- 
sivement les valeurs 0, 1, 2, 3, ..., on obtient les « moments de 
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base » 


1 
pa = D (= | à (x) 2" (a) de: k=0,1,2 … (17,5) 
0 


de [a fonction ® (x). 

Le problème initial peut désormais être formulé ainsi: restituer 
la fonction @ (x) d’après ses moments de base (17.5). C’est le problème 
classique des moments de Hausdorff. Un cas particulier est le sui- 
vant: étant donnés les (7 + 1) premiers moments de base 


Bus UM, «+ - ., Un de la fonction @ (x) construire un polynôme q, (x) — 


1 s | 
= Ÿ cxx* de degré n, tel que ses (n + 1) premiers moments de 


fn" 


base coincident avec ceux de la fonction (x), i.e. tel que l’on ait 
D(D= | oran (a) drum KE, n] (17.6) 
0 


Nous allons étudier le problème ïinitial sous cette formula- 
tion. 

En termes de calcul opérationnel, la fonction Q, (e-!) possède 1a 
propriété suivante: la transformée de Laplace de la fonction 
B (£) qn (6°) prend aux points p = 0, 1, 2, ..., n les mêmes va- 
leurs que la fonction ® (p}, transformée de Laplace de la fonction 
cherchée B (rt) f (té). Dans ce sens, la fonction q, (e-*) est considérée 
comme la solution approchée de l’équation (17.3). 

Plus bas on étudiera les méthodes de construction du polynôme 
n (x) pour les fonctions & (x) les plus importantes. 

Signalons deux propriétés du polynôme q, (x): 

1. Le polynôme q, (x) est univoquement défini par les conditions 
(17.6). Les égalités (17.6) représentent un système de (7 + 1) équa- 
tions algébriques linéaires en les (71 + Î) coefficients c,, c,, . . ., ch 
du polynôme q, (x). Le déterminant de ce système est un déterminant 
de Gram, non nul en raison de l'indépendance linéaire des fonctions 
4, x, x°, ..., x". Donc, le système (17.6) admet une solution 
Coy Cyr + + + Cn unique, i.e. le polynôme g, (x) existe et est défini 
de façon unique par les conditions (17.6). 

2. Dans la classe des polynômes de degré non supérieur à n, le 
polynôme q, (x) réalise le minimum de la fonctionnelle 


1 r 
| _ : 
PES bre el @ (x) | pee? Cx" | dx (17.7) 
C k=0Q 
En effet, le système normal déduit des conditions de minimum 
de la fonctionnelle (17.7) s'écrit 
TL 
@ (x) | (x) — > CL; | z dx =0, 


== () 


0, 


———— 
_.—— me 


Oh 


N 


40? 


O1] 


1 1 
| o (x) x*q, (x) dx — | o(x)2"p(x) dx, kET[0O, n] 
0 0 


i.e. ce système coïncide avec (17.6). Cela veut dire que le polynôme 
4n (x) qui remplit les conditions (17.6) réalise l’extrémum lié de la 
fonctionnelle (17.7). Montrons que q, (x) réalise le minimum absolu 
de la fonctionnelle (17.7) dans la classe des polynômes de degré non 
supérieur à 7. 

Soit P, (x) un polynôme arbitraire de degré non supérieur à 
à n(P, (x) 7= qn (x)). Mettons-le sous la forme P, (x) = Qn (x) + 
+ €, (x). On a 


1 1 
| o (x) [op (x) — P, (x)]* dx = \ o (x) [p (x) — 9, (x)? dx — 
0 


1 
2j ot [op (x) — 9h (x)] En (x) dx +| o (x) En (x) dx. 
0 


En vertu de (17.6), le second terme est nul, donc, 
1 


À © (lp) P, (de > | © (x) [9 (2) — 0m (2)P de. 
0 0 


Penchons-nous sur quelques cas particuliers de la fonction de ba- 
su w (x). 
Polynômes de Jacobi. La fonction de base » (x) est 


o (x) = xt (1 — x)? a > —1, ff = —1. 
Considérons les polynômes de Jacobi P$ . (x) : 


pe D (0) = a-0 (1 — 0) art (1 a)"; (47.8) 


n | 


PE 0 (x) =(—1)" (T5 S {(—1) Je | 
LE + 1 


(Ha BHA) 2e. CHUHBHE) 
(a+ 1)(a+2) ... (G+k) Le 


(17.9) 
où 


= (a+a) …. (1+a@) 


ñ n | 


le terme de la somme correspondant à # = 0, est supposée égal à 1. 


26% 403 


Ces polynômes sont orthogonaux 
1 
| (2 PP (x) PHP x) dx=0, nzÆm: (17.10) 
0 
1 
ne far(t 8 [PP (x) dx = 
0 
l'(n+a+t1) l'(n+6+1) - 
Tina EBEIDTmEatf+l (17.11) 
La dernière intégrale s'appelle carré de la norme de base du polynôme 
PP (x), On cherchera le polynôme q, (x) sous la forme d’un déve- 
oppement sur les polynômes de Jacobi: 


LL 
a} ; ) wi 
m(oe> PR D (x). (47.12) 
k=—0 
Les polynômes de Jacobi étant orthogonaux, on calculera les coeffi- 
cients a, à l’aide de la formule 
1 
Ar = | 2% (1 — x) q, (x) PÉ° P) (x) dx. (17.13) 
0 
En désignant par af” le coefficient en x° du polynôme PF i (:) 
et tenant compte de la condition (17.6), on peut mettre (17.13) sous 
la forme 


x 
a = >») af (i). (47.14) 
iZ0 


Cette formule peut servir au calcul des coefficients a, du polynôme 
Qn (x), puisque les nombres ouf?) sont connus et les quantités ® (à) 


données. 
Intérprétons l’approximation de la fonction œ (x) par le polynôme 

{n (x). En vertu de (17.6), la formule (17.14) peut encore s’écrire 

1 

7 | ae (1— x)8 PS D (x) p (x) dx. 

0 
Cela signifie que le polynôme g, (x) n'est autre que la somme 
ñ“-ième tronquée du développement de ® (x) en série généralisée de 
Fourier sur les polynômes de Jacobi. En faisant tendre ñ — co, 
on obtient le développement de la fonction cherchée ® (x): 


p(x) = S es 1 D (x), (17.145) 


h—=0 
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ou, en L 
fO= D PE D (er). (17.16) 


k=0 


Le dernier développement est la fonction cherchée. Les coefficients az 
se calculent avec les formules (17.14). 

Voyons maintenant quel est le développement de la transformée 
de Laplace ® (p) qui correspond à celui de la fonction } (£) en série 
(17.16). À cet effet, développons la fonction x?, Re p > 0 sur les 
polynômes de Jacobi. Utilisons la formule (17.8) pour calculer les 
coefficients de Fourier de la fonction x? 

1 
F(p}= | ac(1—2)6 PP 0 (x) dx. 
0 
Une k-uple dérivation par parties donne 


_T(p+a+1)T (44841) [2 2 
PA (eye RES () el 


À remarquer que la fonction #; (p) est la transformée de Laplace 
de la fonction 


e-(a+i1)t (1 &) pie b) (et) 


La fonction x? se détaille donc comme suit 
Q L'(p+a+ UT (+841) [P\ bte | 
D — N' PRO RE RE, TRE RS PRE SRE, 7 
. _. ral (k+p+a+f +2) ta Ph (æ). (17.10) 


Compte tenu des développements (17.15) et (17.18) et de l’égalité 
généralisée de Parseval, il vient 
i 
D (p) — | xt (1 — x) xp (x) dx = 


0 


__F(p+a+i) _ ) 
Tote+p+n 2 CREATED X 


a D om Le ce EE 
D'(t+a+1)  (p+o+B+t) ... (p+atB+k+A1) “À 


La série (17.19) est absolument et uniformément convergente dans 
le demi-plan Re p > 0; il est aisé de s’en assurer à l’aide de l’ineégali- 
té de Schwarz-Bouniakovski. Cette série est une série d’interpolation 
sur des fonctions homographiques spéciales, donc, on peut l’utiliser 
à l’approximation de la transformée de Laplace ® (p). 

En particulier, le développement (17.19) suggère une autre métho- 
de de calcul des coefficients a; du développement (17.15), (17.16): 


X (17.19) 
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en supposant p —= 0, 1, 2, ..., dans (17.19), on obtient un système 
triangulaire infini en les coefficients cherchées az, soit 


Gr +++) {ny = 


EP om 


nil(n+a+p+1) 


LNt Gk+a+B+1) ln +a+f+1)T(k+at+f+t) l'(n+a+1) 
ce (na —k)! l'(n+k+Ha+f+2)T (n+a+f+1)T(k+a+ti) 
Le calcul sur machine des coefficients a, à l’aide de ce système 

est parfois plus avantageux qu'avec la formule (17.14). 

[Il existe une autre méthode de construction du polynôme gq, (x). 

Elle consiste à chercher q, (x) sous la forme 


Uk» 


Qn (= À D) Ty n &) (47.20) 
R—=Ù 


où Ÿ,,n (x) sont des polynômes de degré n tels que 
1 

aa (4 — x} x, (x) dx — 

0 

Tout polynôme Ÿ,, (x), k € ID, nr] donné par ses (n + 1) premiers 

moments 


0 pour sk 


Os, kLn, 
Î pour s—k, 


0 pour i£k, 
Pa — 


À pour ik, (= Les 0) 


est défini de façon univoque, donc, le développement (17.20) est 
unique. Si l’on dispose des tables des polynômes Ÿ, , (x), le calcul 
des valeurs du polynôme g, (x) à l’aide de la formule (17.20) est le 
plus commode. 
Quelques propriétés constructives des 
polynômes WY,, (x) 
{. Supposons que le polynôme Ÿ, , (x) est de la forme 


n 
(nr ; 
Le n (x) = 2 a, LÉ, k S [O, n]. 

mMm= 


Les coefficients du polynôme sont symétriques, i.e. 
) (n) 
7 


On) 
Th, m — d;; , R° 


Ceci découle du fait que 
1 
En = | ae (A — x Vn,, (x) Vu n (x) dx = an). 
0 
2. Le développement des polynômes VW , (x) sur les polynômes 
de Jacobi est de la forme: 


L (m) 
Xe 


Van) = D —— Pr (a EE, n}, (17.21) 
m—=R 
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puisque 
{ 
xx (1 — x) V..3(@) pe F) (x) dx = 


am) pour km, 
0 


0 pour k> m, 
où of" est le coefficient en x* du polynôme PŸ d Ge) De: (07:22); 401 


suit que les polynômes Ÿ, , (x) sont reliés par les relations de récur- 
rence 


f TS ae (&, P) 
an (= Prin) + Pr (x), ÆkETU, nr —1), 


n 


œ 
Pan a)= 2 PHP (2), 


Un 
donc, les coefficients des polynômes Ÿ,,, (x) se calculent à l’aide 
des formules de récurrence 


AU AAUT) 


En) __ (n—1) “kh ‘m 47. 
ar, m — h, m DE F 9 k € [O, BU 1] ) 
n 
(n),,(n) 
COS ln Em 
Un, m — 
n 


Les cas particuliers des polynômes de Jacobi jouent un rôle 
important dans les applications. Il s’agit des polynômes de Legendre 
et des polynômes de Tchebychev du premier et du second genre. 
Voici la liste des principales formules correspondant à ces cas. 

À. B — 0. Le facteur $ (t) de la relation intégrale (17.3) s'écrit 
6 (£) — er(a+i)i 

Au développement cherché de la fonction 


O9 


f(t)= » (Chk+tat+1i) a. PS 9 (et 
kR=—0 


correspond le développement de la transformée de Laplace © (p) 
en la série d’interpolation 
TL 


” p(p— 1) -:. (p—k+1) 
POS 2 GRH HN TEE oran 


Les coeïficients a, de ces développements se calculent à l’aide 
au système triangulaire 


8 


D'2n+a+i) D, <a 2kta+1 f2n+a&+ 1 
ape n (9-2 at | 
R=0 


Les polynômes Ÿ,,,(x) sont de la forme 


Jo n = 0, RTE 


n — k 


nt 


Ets = N'y mn mæ+n+a+ 1 ELA MS ée 
La, n (2) = dun ei (—1) m+k+a+T à nt 7 


m=0 
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où 
n\ {n+kTta 
4 | n | 


B. & = $ — 0 (polynômes de Legendre). On a f (t) = e”t. 
Au développement cherché de la fonction 


dna=(—1*(n+tktat+t1) | 


f()= 2 (2h41) an Pa (e7°), 


où ?, (t) sont les polynômes de Legendre, correspond le développe- 
ment de la transformée de Laplace ® (p) en la série de la forme 


OC 


L | p(p—1)...(p—k+1) 
PO 2 ED TEST ED TE 


Les coefficients a, se calculent à l’aide du système triangulaire 


O0 


2n 241 /2n+1 
D (nr) — 0 2. 
| nl | (r) à 2n +1 | n — Îe | TU 


Les polynômes Ÿ, , (x) s’écrivent 


Ft 
Vas n = (— DA (2 + RH) d x 


n+k\ © nm mkn4Ai fn n+m \ m 
« | | > Can: m + k+T … n }z | 


n bn 
CG. a =$ — — > (polynômes de Tchebychev du premier genre). 


On a B(#) —e-t2t(1 — et) 2, 
Les polynômes de Tchebychev du premier genre 7, (x) s’écrivent: 


nm 


, - n 1)... (n—k—1 
(= (1) Y NE us ms 
RkR=—0 


Au développement de la fonction 
{ : OO 
FOIRE | a+ 2 > apTh (e”!) | (17.22) 
k=1 


correspond le développement de la transformée de Laplace © (p) 
en la série 


1 r (r+) 


L D De LD 
Fee MTS {a+ 2 7 pH D (PE... (pb) an}. 


(p+1)(p+42) ... (p+k 
(17.23) 
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Les coefficients a. se calculent à l’aide du système triangulaire: 


2 2 
mo (ner (7) ay + > a dit, À 23.2 


R=1 


D. a =$f à (polynômes de Tchebychev du second genre). On 
a B(t)—e-#/21(1 — et) /?, Les polynômes de Tchebychev du 
secoud genre ÜU, (x) sont de la forme 


(AP Qt) QT, pepe 
Un (x) = (n+2)(n+3) ... (2n +1) 2 1) k | à 
K 2R(n+2) ... (n+Hk+i) 
CENT | 
Au développement de Ia fonction 
g ee) 
(=D œUn (6) (17.24) 


R—0 
correspond le développement de la transformée de Laplace ® (p) 
en la série 


1) 23 (near 
x à (41) REED a, (17.25) 


Les coefficients a, s’obtiennent à partir du système triangulaire: 


. à +1 [2n+2 
20 (n) = Ÿ — 


ee nn — k 


} a. = 1, DA ne 


On remarquera que dans les calculs il est plus commode de se 
servir de la forme trigonométrique : 
TL, (x) =cosnf[arccos (2z—1)]; 
°C Cos (2x —1)] 
U. _ sin [(r7 + 1) arc cos ( Li 
(a) 2V/z(1—x) 
En posant 2x — 1 = cos @ (6 € I0, nl) et compte tenu du fait 


l 


que æ =e",i.e. t — —2 In cos, on peut mettre les développe- 


) 


ments (17.22) et (17.24) respectivement sous la forme 
f — 2 ]n cos =) = + | a+ 2 > dh cos k® | 
k=1 


61 8 me 
RES DAMES 
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Exemples 
Remarque 1. Dans ce qui précède il était question de 
restituer une fonction f ({) sachant la transformée de Laplace ® (p) 
de B (t)f(t). En réalité on connaît le plus souvent la transformée 
de Laplace F (p) de la fonction f () elle-même avec une certaine 
abscisse de convergence absolue y, non forcément nulle 


OO 


P(p}= | ev'f(dt, WELRep, vel. (17.26) 


n 


Les méthodes précédentes de restitution de la fonction f ({) 
peuvent être alors utilisées de la façon suivante: 
1. Se servir de (2.14) pour mettre (17.26) sous la forme 


OO 


RE (yo ph) = | en f(—)erdt (17.27) 


Ô 

quel que soit À >> 0. Le paramètre À peut être pris égal à l'unité 
. e . l |] D 

de mesure de la variable £. Pour restituer la fonction f(+) d'aprés 


sa transformée de Laplace (17.27) il est naturel de se servir des formu- 
sr. 
les de calcul relatives à la fonction pondérée B (4) =e À (cas: B —=0 


et a — vo 
D) 


= — . Pour moments u, —= ® (k) il importe de prendre 
Us = RAF (vo +hk), k=0,1,2, 60. 


2. On peut restituer cette fonction avec les polynômes de Le- 
gendre. Pour cela il suffit d'utiliser le fait que les paramètres y, > 
> Yaethk > 0 sont arbitraires. Posons y, = h. Pour fonction de base 
on aura alors B (4) — e-* (cas « = $B = 0). Les coefficients de Fourier 
ax du développement de j (t) sur les polynômes de Legendre P, (e-!) 
se définissent à partir du système triangulaire (cas &« = 5 — Ü), 
où les moments de ® (k) sont les nombres y —= RAF Lh (4 + 1)]. 
À signaler que cette approximation ne dépend pas de l’ordre de 
croissance exponentielle de la fonction f (&) et que le paramètre À 
est toujours arbitraire, mais borné inférieurement par y,. Quel doit 
être le paramètre À ? Supposons qu’il faille approcher la fonction j (4) 
sur l'intervalle [0, T1. Comme x — e-** applique l'intervalle [0, 7] 
sur l'intervalle & = e"t & x << 1, il est naturel de prendre À tel que 
l'intervalle [e, 1] représente la plus grande partie de l’intervalle 


[0, 1}. Ainsi, en posant k — É > Ya, on aura E = ee. 


8. La relation opérationnelle (17.26) étant donnée, pour obtenir 
le développement de la fonction f (t) dans la classe des polynômes 
orthogonaux par rapport à la fonction de base f (£), il faut mettre 
(17.27) sous la forme 


RE (Yo + ph) = $ () p (&), 
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ou 
ot 
pPO=BOAI (+)e 


On approchera la fonction œ ({) par la fonction q, (e‘) d’après le 
schéma qui correspond à la fonction de base $ (t). On obtient alors 
l’approximation suivante 


Î (+) F P (£) __ (e”*). 


Aïnsi, pour les fonctions de base correspondant aux polynômes de 
Tchebychev du premier et du second genre on aura respectivement 
pour À = Y > Ya 


2 () 2 . 
f(—5 mes) 2042 Yi au cos k6 |]; (17.28) 
k=1 
ho (&+1 17.29 
f(——+ TIRE) A Sin ( £ ) © ( ) 
k—=0 


Les coefficients a, de ces développements s’obtiennent à partir des 
systèmes triangulaires correspondants; pour moments de © (4) 
on prendra 


ur = RAF (h(k+A)), k = 0, 1, 2, .. 


Le développement (17.29) n’est autre que le développement de 
Fourier en série de sinus de la fonction 


1 (©) 
vi —- In cos —-) 
Dans le développement (17.28), le facteur — 
fluer sur l'erreur de calcul pour les valeurs de © proches de zéro. 
Donc, le développement (17.28) peut être utilisé pour les approxi- 
mations « locales » i.e. pour des approximations impliquant le cal- 
cul de la fonction f ({) en un point £ — {, et en son voisinage. Dans 


est susceptible d’in- 


ce cas le paramètre h peut être choisi tel que x — e-*? envoie le 
. À e e. e . e e | . 
point {, en x —--minimisant ainsi l’action du facteur es » 1e. 


h'= In, À signaler que lorsque À — In + la quantité {, n’est 


0 
assujettie à aucune restriction et que Lo Ya > O0 la méthode 
In2r 


décrite ne réussit qu'à la condition que & € 10, ——— 
: (82 

Remarque 2. Dans tous les cas considérés, les coefficients 
des systèmes triangulaires d'équations algébriques linéaires en az 
croissent très vite avec k. Pour atténuer leur influence sur l'erreur 
de calcul il faut, soit prendre (dans la mesure du possible) des don- 
nées initiales LU, exactes, soit avec un grand nombre de décimales 
vraies. 

À titre d'illustration voyons deux exemples. 
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N 


{, Restituer à l’aide des polynômes de Legendre la fonction définie par 
La transiormée de Laplace 


res {v(£)-v( ES }h Re P > —1. 


En posant À — À on aura pour moments ux de la fonction cherchée 
UE), He, TT, 2, sa: 
Calculons 4 — # (k). On a 


My = F (0 = + {v(0) —v( —5)) —]n 2; 


u=F CET (4)—Y (0)}=1—1In 2. 


Pour p —= 2k il vient 


k 
(+) == Ÿ + (0) 


m=1 
ei 
{ { - { 
y 7 —)= ( —+)= EU) — 
r( —)= ve )=2 D + PO) — In 2, 
m—=i 
«(onc, 
- { 
bon = F (2k) = In 2— D Dm (2m—1)* 
m=1 


De façon analogue, lorsque p — 2% + 4, on obtient 
1 
LoR+1 = [ (2k + 1) = D 


Les valeurs de la transformée de Laplace F (p) sont consignées dans Îs 
tableau 1. 


l'ableau 1 
kR 
0 Î à 
Hz 
{ 
Exactes In 2 1— In 2 In 2— . 


Approchées | 6,69314718 | 0,30685282 | 0,19314718 


Suite 
3 | 4 5 6 
5 fl 47 37 
Exactes a —]rn 2 In 2 — 12 60 — În 2 In — 60 


Àpprochées 0,14018615 | 0,10981385 10,0901186153! 0,076480514 


Résolvons le système triangulaire en ax (cas des polynômes de 
Legendre) respectivement pour les valeurs exactes et approchées 


4142 


de ux = F (k). Ceci nous permettra d'illustrer le caractère de l’accumulation 
des erreurs d’arrondi affectant le calcul des valeurs de F (k). 
Les résultats des calculs sont consignés dans le tableau 2. 


Tableau 2 
k 
0 1 2 
ue 
E xactes In 2 2—3 In 2 143 In 2—9 


Approchées | 0,693147148 |--0,07944154| 0,04091334 
0,69314718 |—0,07944154 | 0,01091334 


Suite 
à … 35 | 
Exactes 151 — 63 In 21321 lu 9) 34997 — 8989 !n 2 — 
3 2 30 
— 1683 1n 2 18621 


80 
Approchées |—0,00160568 | 0,00024478 |—0,00003728 | 0,00000102 
—0,00160564 | 0,00024478 1—0,600003852 | 0,00001022 


A l'examen de ce tableau on constate que les erreurs d'arrondi affectant Île 
calcul des quantités ux commencent à influer sérieusement sur a; et a;. Ces erreurs 
seront encore plus importantes pour les a, suivants. 

La jonction cherchée est définie par la série 
f (0 & 0,69315 P, (et) — 0,07944 P, (et) + 

+ 0,01091 P, (et) — 0,00161 P; (et) + 0,00024 P, (et) — 
— 0,00004 P, (et). 

2. Restituer à l’aide de la série trigonométrique (17.29) (cas des polyné- 

mes de Tchebychev du second genre) la fonction de transformée de Laplace 


1 
F (p) a — 
Vri+ti _ 
Posons y, — h — 1. Les résultats des calculs sont consignés dans Île ta- 
bleau 3. 
À l'examen du tableau on remarque que les coefficients a, décroissent pas 
assez vite. 


2 
on peut se servir des méthodes générales d'amélioration de la convergence. Ain- 


fe ; () 
La série (17.29) étant une série de sinus de la fonction f(—2 In cos +.) ; 


si, on sait que si la fonction } (—21n cos) est suffisamment de fois dérivable 


et s’annule aux extrémités de l'intervalle [0, x] les coefficients a, de son déve- 


loppement en série de sinus sont de l’ordre de o : | . Si donc 


ks 
lim pf(p)=lim f(t)=fy limpF(p)= lim f({)=fo 
P — 00 +0 D—+0 + Loo 
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es 


E ND AR © 


1 DITS 


y =FR+1) 


0,70710678 
0,44721360 
0,31622777 
0,24253562 
0,19611614 
0 ,16439899 
0,14142136 
0,12403473 


Tableau 3 


a 


0,70710678 
0,37464084 
0,02554706 
0,22453064 
0,03847102 
0,11649724 
0,05787642 
0,06251408 


et que les limites soient finies, on peut améliorer la convergence de la série de 
sinus. À cet effet, il suffit de considérer la transformée de Laplace 
Per (pl Le |, (925 (9 — foot + (fo — fes) € 
| D p+1 : | 


| : 2 (e)  — . 
puisque la lonction f, (+ In cos +.) est nulle aux extrémités de l'intervalle 


[0, x]. Pour l'exemple considéré on a 


Lino —# 4, Jim CR 
p +0 


pc ÿ p?+1 VR+A 
donc, on peut s’attendre à une amélioration de la convergence du développement 
de l'original de la transformée de Laplace 


…L 1 1 
VrT PH 


F (p) 


Les résultats des calculs sont consignés dans le tableau 4. 


Tableau 4 


Up = F(R+ 1) Up 
it) 0,20710678 0,20710678 
1 0,11388027 0,04130752 
2 0,06622777 —0,14111966 
9 0,94253562 0,09119744 
4 0,02944947 —0,06153000 
o 0,02154185 0,030793&8 
6 (0 ,01642156 —0,01362944 
4 0,01292362 —(0 ,000564 72 
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Le développement cherché s'écrit 
(@) (e) 4 
Î (—2 In cos — — Cos? Es (0,2071 sin © + 


+ 0,0413 sin 29 — 0,1411 sin 36 + 0,0912 sin 40 + 
—- 0,0615 sin 56 + 0,0308 sin 69 — 0,0136 sin 706 — 
— 0,0006 sin 88 + ...). 
Les matrices du système triangulaire correspondant aux cas des polynômes 


de Legendre (œ — $ — 0), des polynômes de Tchebychev du premier genre 
(a = f—= — 5) , des polynômes de Tchebychev du second genre (a= B — 5 
sont consignées respectivement dans les tableaux 5, 6 et 7. 
Tableau à 
AU a ai a2 a3 ai as ag a? ag (19 CET 
1 1 
2 1 1 
6 ? 3 1 
20 D 9 O 1 
70 14 28 20 7 1 
252 42 90 75 39 9 { 


924 1321 297] 275| 194 04 11 1 
3 432 429 | 4001 1001! 6G357| 273 11 13 1 
12 870 | 1430! 3432! 3640! 2548! 1260! 440! 104 | 15 1 
46 620 | 4 862 |11 934 [13 260 | 9 996 | 5 508! 22441 663 | 135 | 17! Ï 
184 756 116 796 |41 990 !48 450 138 760 123 256 |10 659 | 3705 | 950 | 170 | 19 1 


y, GG G7 8 ao | @10 
172 1 
2 1 1 
8 s 4 { 
92 10 19 6 { 
128 39 06 28 8 Î 
912 126 210 120 47 10 Î 


2 048 462 792 4Q5 220 66 12 1 
8192! 1716] 3003 | 2002 | 1001 364 vi 14 1 
32768] 6435! 11440 | 8008 | 4368] 1 8320 60! 120! 16 1 
131 072 | 24 310 | 43 758 | 31 824 | 18 564| 8268! 3060! 816! 153] 18 | Î 
524 288 | 92 378 [167 960 1125 970 | 77 520 | 38 760 | 15 504 | 4845 | 1140! 190 | 20 | Î 


| | ‘ 
— ——_—— © oo ÇA 
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Tl'abieau 7 


HR ao a] a2 a3 ai as ag a? ag la: l'uto 
{ Î 
4 À 1 
16 5 4 { 
64 14 14 6 { 
2506 42 48 21 8 { 
1 024 132 165 110 4& 10 { 


4 096 429 972 429 208 69 12 1 
16 384 | 1430! 2002] 1638 910 390 96 14 fl 
65 536 | 4 862| 7072! 6188] 3808] 1700] 544 | 119 16 { 
262 144 | 16 796 | 25 194 | 23 256 | 15 504] 7 752] 2 907 | 798 | 152] 18 | 1 
1 048 576 | 58 786 | 90 440 | 87 210 | 62 016 | 33 915 | 4 364 | 4655 | 1120 | 189 | 20! À 


$ 18. Inversion de la transiormée de Laplace à l’aide de 
séries sur Îles polynômes généralisés de Laguerre 


Soit donnée la transformée de Laplace 


O0 


F(p)= | e”Pif(i) dt. (18.1) 
0 
Supposons que la fonction inconnue f (t) réalise la condition 


| ee) PRE 0e: (19.2) 
0 


La fonction g(t) — ) (t) est alors représentable par une série 
vénéralisée sur les polynômes de Laguerre (cf. 9) 


a (18.3) 


Les polynômes généralisés de Laguerre s’écrivent 


(A) Lis rose 
LE (t)— Fr t—he HE {€ oi: 


R 

L, 0 (é) = w E(GG+A+t) Ci 

4 T(H+ALD ml(n—m)l? 
m—=0 


(A —1). 
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Ces polynômes sont orthogonaux, i.e. 


[a (0 LV (Hdt=0, km, 


of 


_ D'(HEALA 


La transformée de Laplace F (p) est une fonction analytique dans 
le demi-plan Re p = ZT. En effet, en vertu de l’inégalité de Schwarz- 
Bouniakovski on a 


| CA à (t) dt < | the” to-(Re p—1})t | £ (£) | di L 
0 0 


00 { 
<{ | the-te-2Rep-1) dt}? ; {| ite”t | g(t) l? dt}? 
0 0 

D'où l’on déduit que l'intégrale (18.1) est absoiument et uniformé- 
ment convergente dans le demi-plan Re p >= > sous la condition 
(18.2); donc la fonction F (p) est analytique dans le demi-plan 
Rep > _ 

Déterminons les coefficients a, de la manière suivante. Dévelop- 


pons la fonction e-(P-bt en série sur les polynômes de Laguerre. 
Puisque 


A+ 1 à 


| the-te-(Pætit 7 (N) (é) tr = { (a) ET (18.4) 
P 
0 


il vient 


d| 4 \A 
—(P—1)t > (A) 


k—0 

Mettons l'intégrale (17.1) sous la forme 
= | the-te- Po (+) dt. 

0 

D'où, compte tenu de (17.3), (17.4) et de l'égalité généralisée de 
Parseval, 
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5 { 
ooit le changement en 


he Es an ({— 2}. (18.5) 


: Ai : 
À remarquer que la fonction p (=) est analytique dans le 
disque | z — ? | 1, puisque la fonction F (p) est analytique dans 
le demi-plan Re p >- 7, et l'application p — — envoie le demi- 


plan Rep ne dans le disque | 3 — 1 | 1. De (18.5) il suit que 


les coefficients a, du développement (18.3) sont ceux du développe- 


zh+ 1 
point z — Î, i.e. dans le cas général les coefficients a, peuvent être 
calculés avec la formule 


ment de la fonction Fr (!\ en série de Taylor au voisinage du 
Z 


__ (—1)h df 1 {1 
É nu k | LÀ a+ 1 F \z | hu ? (18.6) 
Le plan des z étant l’image du plan des p par l'application + 7 


les points singuliers de la transformée de Laplace F (p) les plus 
éloignés de l’origine des coordonnées se transforment en le voisinage 
de l’origine des coordonnées z — 0, ce qui réduit le rayon de conver- 
gence de la série (18.5) et d’une façon générale influe sur la vitesse 
de décroissance des coefficients az. 

En résumé, si la transformée de Laplace F# (p) présente des singu- 
larités dont les parties réelle ou imaginaire sont élevées, le dévelop- 
pement de la fonction inconnue f (é) sur les polynômes de Laguerre 
sera peu efficace en raison de sa faible convergence, et inversement, 
si la transformée de Laplace F (p) possède une seule singularité en 
l'origine des coordonnées p — 0 ou si ses singularités sont proches 
de l’origine des coordonnées, il faut s'attendre à une assez rapide 
convergence du développement sur les polynômes de Laguerre. 

Exemple : à l’aide des polynômes de Laguerre cherchons la 
fonction f ({) d'image 

F (p)— 


C' est la constante d’Euler). 

Suivant la méthode exposée il nous faut développer la fonction 
= F (=) en série de Taylor au voisinage du point z — 1. On a 
bd : - ki (G—1)* 
—F(=—)=mz-C- —C+Y (— 1) ee 


Z 
R—=1 
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Donc, 


6 
fO=-C-Y Aimé. 


R—0 


S 19. Inversion de Ia transformée de 
Laplace à l’aide de séries de Neumann 


1. La transformation de Laplace nous permet de nous assurer 
sans peine que 


L V 


—1 
1 ——— 
TU+ED | (—T)" T2 Jo (2 V at) dx — 
0 


__H+i v+n 


a 22 Jyu(2Vat)}, Rev=—0, Reu>—1. (19.1) 


l : 
Posons & +, el effectuons le changement Tt — {x? sous le signe 


d'intégration; puis mettons (19.1) sous la forme 
1 
l ° A Tu 
DCS TR Er) LT vs (x) dx = J'oru (6). (19.2) 
0 


Cette intégrale équivaut à la première intégrale définie de Sonine 
(théorie des fonctions de Bessel). 

Soit f (z) une fonction analytique au voisinage de l’origine des 
coordonnées, ji.e. 


fa D FO, |a1<0p. (19.3) 


R—0 


Pour |{|< 20, on a alors 
{ 00 

tait se) fdr= 5 F0), v>0 (194) 
0 k=—0 


Les séries 
(= 2 al), V0 (19.5) 
s'appellent séries de Neumann [2]. 


À l’aide de (19.4) on s’assure sans peine que toute série de Neu- 
mann (19.5) peut être associée à une série entière 


ORDER (19.6) 


et que 
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a) la sorame £g, (t) de la série de Neumann (19.5) est reliée à celle 
de la série (19.6) à l’intérieur de son disque de convergence par la 


relation intégrale 

1 
gt Tao (taff (2) | dx; (19.7) 
0 


b) la fonction g, (t) est régulière dans le domaine d’analyticité 


de la fonction f(+), i.e. les singularités de la fonction g, ({) sont 


déterminées par celles de la fonction f — 
c) le domaine de convergence de la série (19.5) est identique 


à celui de la série de Maclaurin de la fonction / , 


Citons un exemple d'application de la formule (19.4). Supposons 
p (Wz) où Ÿ est une fonction indépendante de z. Comme 


et 
.—— 


que f (z) 
fa (z) _ Trop (V2), 


(19.4) peut s’écrire 
1 00 
bat (to (Ve) de 3, p% (0) PJ œtu (0) 
R=—0 


0 
En particulier, en posant Ÿ =, on obtient 


1 
cp) (0) ACER PE () — fV+] Las (tx) (0) (1 — 2) dx 
0 


1 DA 8 


0 
qui est l’analogue de la relation fonctionnelle (19.4) pour les séries 


de la forme 
D) ant VS pay (é). 


R— 


& É | 
Posons par exemple Ÿ = -— ; Le =; on aura respectivement 


oo 1 
k V 
Sp (0) (=) Li JE) ni | LVJ y (LA) © 51 — 2?) | SEA 
k—0 0 
(19.8) 
O0 1 
à v+1 
> tr? (0) ( | Jh+v ( E : LV] y (ëx) \ | (2) | dx. 
(19.9) 
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Si p(y)—cosy dans (19.8), il vient 


00 1 
2R Ÿ x 
(— 1)° (=) en (£) — "1 | 2j (£x) X 
R—=0 0 
X cos + (1 — 2) | Be (19.10) 


Cette série définit la fonction de Lommel U, (o, t). On a obtenu 
simultanément la représentation de cette fonction. Si œ (y) == sin y 


er | ZVT 5-1 (éx) sin | (1 — #) | dx = ÜU,r1 (@, t). 
0 


Remarque 1. La formule (19.4) n'est valable que pour 
v >> 0. Pour v — 0 on peut se servir de la variante suivante de cette 
formule 


00 1 
(= D axfai)= oo +t an f[ + (ta) | dx 
k=U 0 | 


où 
_— UByt A 
f (x) _ >: k] : 


Rk=—=0 


Remarque 2. L'exposé précédent reste en vigueur pour 
les séries analogues dans lesquels les fonctions de Bessel J de Ia 
variable réelle sont remplacées par des fonctions de Bessel 7 de 
l'argument imaginaire. La formule (19.4) s'écrit alors 


1 00 
l | A EE Li D | (1 — x?) dx — > FA (0) Luev (6. 


k=0 


2. Développons la fonction f (t) en série de Neumann. Supposons 
que F4 ePt dt — F(p}) et que la fonction # (p) est analytique 


Ô 
au voisinage de l'infini. On cherchera le développement de la fonc- 
tion #(p) sous la forme 


S, (VAT -p)" | 


La substitution Vp+HA—p=u ramène l'expression (19.11) à 
À + 2 M—u \ - de. 
tép(fné) Su cou 


n—=() 
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et le problème consiste alors à développer la fonction (19.12) en une 
série entière au voisinage du point u = 0. Ce développement existe 
puisque par hypothèse la fonction # (p) est régulière au voisinage 
du point à l'infini. Soit o le rayon de convergence de la série (19.12). 
La série (19.11) est absolument et uniformément convergente dans 
le domaine défini par 
{ 
max 4 À, ———— + 19.13 
EE p (147 2) in 
Comme 


nLA2n)V 
JM) = p(V + p) 
AV p+ 
et que les termes de la série (19.11) sont réguliers dans le domaine 
(19.13), le théorème de décomposition des opérateurs réguliers 
(cf. $ 7) entraîne 


 Revv>œ— , 


f@)= D ann (M), (19.14) 
n—() 
et la série est uniformément convergente sur tout intervalle [0, 7]. 
Les coefficients «, du développement (19.14) peuvent être calculés 
eu vertu de (19.12) avec la formule 
ue An dan A2 Lu? A — u? 
an — { F( Jr. (49.15) 


Le ni dun 2u 2u 


Si la fonction f (f) possède un point de ramification en l’origine des 
coordonnées, il est plus commode de la chercher sous la forme 


f (£) = à And n+v (At). 
NN — 
Les coefficients a, sont alors donnés par la formule 


: ATEV  qn ans F ( A2 — u2 } 
u—0 ‘ 


In TT our 2uV+1 2u 


Dans certains cas on peut chercher la fonction f (t) sous la forme 


FO = D ant] pen (E) (19.16) 
n—0 
On sait (cf. [10]) formule (9.299) que 
l'(2n+2v+1) P 
vin ne SE SP 
L PE ( ) oN+VT (n+v+1) n+v+ 
(p° +1) 


Donc, l’image de f({t) est 


D 1 = L'(2n +L2v+1) 1 
F(p) 2 gi DÉEVD in vaa) (PET 
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Et les coefficients a, se calculent à l’aide de la formule 


n+Vv _I dn { ds 
7 1 2 l(n+v+t{ 1 | F | ——) | 


n l'(22L2v+1) dun À 


Remarque 1. Dans tous ces développements, le paramètre À 
était arbitraire. Dans les calculs, on peut le faire varier à loisir. 

Remarque 2. On pourrait obtenir des développements 
analogues sur les fonctions de Bessel de l’argument imaginaire. 

Il est clair que ces formules d’inversion de la transformée de 
Laplace ne sont pas universelles et ne peuvent être utilisées le plus 
efficacement que dans la classe des fonctions F (p) dont il est relati- 
vement aisé de déterminer les coefficients de la série de Maclaurin, 
moyennant un changement approprié de la variable p. 

Cherchons la fonction / ({) dont la transformée de Laplace est 


F(p}=®(pre-aiVren p) =! ePtf(tdt, a>0. 
0 


où ® (p) est une fonction arbitraire, analytique au voisinage du 
point à l'infini. 
Dans ce cas il y a intérêt à procéder comme suit. En posant 


O0 


4 À?+u? ABUS À RE 
TT D(——)= > eur, (19.19) 


n—=0 


on obtient 


(ee) 
y Mur , ff Mu an 
a te p(l) LS Æure-au 
ouV+l PATES An 
n—0 
Si l’on utilise la relation opérationnelle 


f2 É+ a) À JU VE + at 1) = INR € e-no(VrE- Rip) 


on obtient le développement 


n+v 
- > a Copa) à T'n+v (A V #24 Dat ). 


Soit  (z) la fonction définie par la série entière 
O0 
ZE 
— A. — 
2 HE ce. 
n—( 


(les coefficients a, sont déterminés par le développement (19. 19)) ; 
en vertu de (19.8) la fonction cherchée f ({) peut être représentée sous 
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la forme intégrale 


TES EMA ER 


Si la transformée de Laplace est 


l 


1 
PJ (A VE) pl + (1 we) | dr. 


F(p}=D (perdre | ÿ (te dé, 
0 


contrairement à ce qui précède il faut effectuer le changement u — 


LV Re. 


1 


y A2— u? CMHur\ LS 
À ar Ÿ — => ue (19.20) 


en appliquant la relation opérationnelle 


V À 2 _—r 
t2(t+9a) 2? 1, (À Vi?+2at) HD VEErT. eao(p-Vri-n), 


AV pé—M 
on obtient 
OO Nn+V 
t 
FO) an (5 2 | 0 Vt2+9at) 
n—=0 
et 
T 1 
t : ————— t 
fO=— | PS Pi (At V/#2+ Dat ) p + (4) | aT, 
où 
zn 
= DT 
n—=0 


(les coefficients a, sont donnés par (19.20)). 
Signalons enfin que le calcul de la fonction jf (t) dans le cas géné- 
ral où 


F(p)=®D(pje-Varènke, a > 0, 


peut être ramené à l’un des cas décrits selon le signe du discrimi- 
nant du trinôme du second degré 


ap+bpte=e(o+) +] 
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$ 20. Formule du trapèze pour l'intégrale de Riemann-Mellin 


Une autre méthode de calcul approché d’une fonction f (4) dont 
on connaît la transformée de Laplace # (p) — | ePif(t) dt con- 


0 
siste à établir les formules de quadrature de l’intégrale de Riemann- 
Mellin 


væ+i00 
ok 
FO | F(p)dp, >. (20.1) 
V— 100 


Le plus élémentaire d’entre elles est la formule des trapèzes. 
Divisons l'intervalle d'intégration en intervalles partiels de 
longueur À par les points 
Pr — Y d ikh, k — 0, +1, TT. 
et appliquons la formule des trapèzes. On obtient 


OO O0 


— 1 4 À . L ihht a 
en Vf(i)=s | eMiF (y +in) Anse >. UE (y+ikh). (20.2) 
— OO R=— — 00 

Le second membre de la formule d’approximation (20.2) est une série 
trigonométrique de période e (on suppose que À (y + iÀ) décroît 
et tend vers zéro lorsque À — + © avec une vitesse suffisante pour 
que cette série converge). Âu premier membre de (20.2) on reconnaît 
la fonction et f (t) qui en général n’est pas périodique. Donc, à 
fixe, la formule des trapèzes ne présente de l'intérêt que pour t{ € 
€ |, |. Pour se faire une idée de sa précision, il faut établir 
quelle fonction de l'argument # a pour développement la série trigo- 
nométrique (20.2). 

À cet effet procédons comme suit. Supposons que la fonction  (f) 
est absolument intégrable sur l'intervalle [0, œ] et telle que pour 
t E [O, {] la série fonctionnelle 

u(t)= ÿ, pt+kln(i+kl) (20.3) 
R=—= — 00 
est uniformément convergente ; n (é) est la fonction unité de Heaviside. 

La fonction uw (t) est visiblement périodique et de période L. 
Supposons par ailleurs que ® (p) est la transformée de Laplace de 
@ (t) n (£). Calculons les coefficients de Fourier de la fonction u (é) 


O0 


l l or 
]l 7 int 4 1 Ù ———int 
an | e Dujd=+ Ÿ le D pft+nbn(t+k)x 
0 ( 
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s ‘ ÿ — —1WNnX 


=— | CAR.  (æ) n (2) da —— | e ! Gp (x) dx = 


— 00 0 


= +0 (i =), n—=0, +Hl:; +2; 


Si donc la série (20.3) est uniformément convergente sur l’inter- 


valle | 0, 7 h=T, et que sa somme puisse être développée 


LÉ ° 27 
en série de Fourier, on aura pour £€]0, FA : 


e ZT _ À - einht 
R=! 1= — 

Lorsque { — 0 cette égalité est nes de la formule de somma- 

tion de Poisson relativement à la transformation unilatérale de 

Laplace, plus exactement 


> p(k) = D, Pink) 
R=—0 


T—= — 00 


(sous réserve que la série du second membre soit convergente). 
Posons œ@(i) = e-vf(t); il vient ® (p) = F (y + p). Comme 
dans le cas général 


| f(G)1< Mes, 


où +, est l’abscisse de convergence absolue de l’intégrale de Laplace, 
on à 


pK) fe Le VÉHRD (EE RD) | < MeV YO Ya. 


Donc, la série (20.3) est uniformément convergente sur tout inter- 


valle [0, TI. 
Si la somme de cette série remplit les conditions de développe- 
ment en série de Fourier, l'égalité (20.4) peut s’écrire 


v(t)}=f(t)+ > EL f(t+ x) _. D eQHiAREP (y ikh). 


R— — 00 


(20.9) 
Le second membre coïncide avec celui de la formule (20.2). Donc 
l'erreur & (t) affectant la formule approchée 
N 
FOR D evrimO (y + ik) 


R=-N 


est la somme de deux erreurs: 
&, — &, (t) due à l'élimination des termes de la série trigono- 
métrique d'indice supérieur à À, et 


e, — &, (4) due à la D de 


De PA) 


La dernière erreur peut être majorée ainsi 


| 82 (4) | À eYot 


Dans les calculs, il est souvent préférable d'améliorer la conver- 
gence des séries trigonométriques (20.2) par une méthode analogue 
à celle de À. Krylov. Examinons un cas particulier de cette méthode. 

Supposons que la fonction jf (f) est continue avec ses dérivées 
d'ordre 1 à n et que la n-ième dérivée est transformable-Laplace. 
Posons 


p'F(p}—p""f(0)— p"#f" (0) —...—ÿ" (0) = A; (p). (20.6) 


De toute évidence /?, (p) est la transformée de Laplace de f(® (é). 
Supposons que À (y + in) décroît lentement vers zéro lorsque n —- 
— + co et, partant, que la série trigonométrique converge lente- 
ment. En vertu des relations opérationnelles (20.6), la fonction F (p} 
peut s'écrire: 

n—1 


fem) (0 1 
FE D es + pr An (P) 
m=— 0 
La formule (20.2) devient alors 
ni 
JT cinnyt Lin (V+ikh) 
“A Un + FR ne . (20.7) 


ue 


Dans ce cas la série trigonométrique converge plus rapidement, 
car À, (p) est la transformée de Laplace de la fonction jf” ({) et, 
par conséquent, en vertu d'un théorème connu (cf. 4, propriété 11) 
Rn (y + in) — 0 lorsque n + o, i. e. les coefficients de la série 
trigonométrique (20.7) ont pour ordre 
Rh (y ikh) 1 
| CET (rm) Es PHP 


Dans les cas où le chemin d'intégration Re p est proche de l’axe 
imaginaire ou confondu avec lui, la méthode d'amélioration de Ia 
convergence doit être modifiée. Îl vient 


n— | 


OR Y ant D NOR, (y=itR), 
0 


N— R=— — oo 
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nr 7t 


am D(r)fP(0), F, D) = D CT )Ran (D). 


h=—0 A0 


La proximité du paramètre y de zéro n’entraîne aucune complica- 
tion. 

Les valeurs des fonctions À, (p) en les points complexes p — 
— y + ikh se calculent le plus aisément avec la formule de ré- 
currence 


Ry (D) = pRa_ (p) = FT (0), Rip) = F (p). 


Si les quantités f (0), f’ (0), ..., f"+*b) (0) ne sont pas connues 
à priori, il est parfois commode de les calculer à l’aide des formules 


lim pF(p)=f(0); lim pR;(p)=f (0), .. 
P + co D => C9 
ses in pts (bp) = 02 f0). 
D —+ oo 
Dans les cas où la transformée de Laplace F (p) est analytique au 
voisinage du point à l'infini, la dérivée f{* (0) s'obtient à l’aide 
de la formule 


(A) = Fi (=) 
j (Er dzh _ z À Jp; 


En conclusion signalons que les méthodes proposées par Tykho- 
nov [31] pour la résolution d'équations intégrales de Fredholm de 
première espèce s'appliquent à l’inversion de la transformation de 
Laplace. 

L'inversion de la transformée de Laplace 


Letp(dt=F(x), zElm, +l, (20.8) 
0 


est un problème non correct. 

En effet, premièrement, l'équation (20.8) n'admet pas de solution 
pour toute fonction À (x) continue ou continüment différentiable : 
si par exemple, # (x) n’est pas analytique l'équation (20.8) n’admet 
pas à fortiori de solution. Deuxièmement, si existe une solution œ (+) 
correspondant à # (x), toute perturbation (de la forme représentée 
sur la figure 99) d'amplitude /] élevée, sur un intervalle À suffisam- 
ment petit, entraîne une variation aussi petite que l’on veut de 
l'intégrale (20.8). Donc, toute perturbation d'ordre (6) pour une 
métrique de Z,, (ou une métrique uniforme ou même une métrique 
de C‘®) du second membre entraîne une perturbation aussi grande 
que l’on veut de la solution pour une métrique uniforme. 

Le problème étant non correct, le calcul exact d’un original dont 
l’image est donnée approximativement ne fournit pas la solution 
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approchée du problème (du moins pour une métrique de €, ce qui est 
important dans de nombreux problèmes). 

Cependant ce problème peut être résolu au moyen d’un « algo- 
rithme régularisant », dont le principe a été avancé par À. Tykhonov 
en 1963 [31]. C’est un algorithme spécial dépendant d’un paramètre «&, 
associant à toute fonction Ÿ (x) une fonction Z, (t); si de surcroît 
F (x) approche F (x) avec une erreur 6 pour une métrique de Z,, 


pt; 


— — —_— —— 


on constate en concordant les valeurs du paramètre & avec Ô (a 


— «&(6)) que Za(t) est une approximation uniforme de  (t): 

| Za () — pt) | Le (6); ceci étant si 8 — 0, alors € (ô) — 0. 
Les algorithmes régularisants sont utilisés en programmation. 

Ils constituent une méthode efficace de résolution du problème (20.8). 


CO 


10 


APPENDICE 


Quelques formules de calcul opérationnel *) 


Fan ePtf( dt f (t) 
() 
f (p) AD 
f (ap) P (=) 
= d 
p(f(p)— (0) a? 0) 
n—1 
= k) (0 dan 
pr HO > 20 | in P G) 
k=0 
p -{ P—$ Bi 
À f | : | ePtp (at) 
L t 
() 
 (P) 1 n- 
Ai 1) (t—E)7-1p (Ë) dé 
on 0 pour {<a 
e”aPf (p) { @(i—a) pour t>a 
! o 
PR pour t << e 
ee Et (2) b 
@(at—b)pouri> — 
ap | f = —pu | t ,&a>Û 
é E (P)—p | Pr p Qu) an | p (+) est A re périodique 


de période a > 0 


*) Pour les notations des fonctions spéciales voir [12{, f26]: 
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n° 


{1 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


Suite 


Ï (#) 


(p(t)=p(t+a)) 


T3 (2V #7) p (x) dt 


Var 
sh 2V/ét 
Ve 
COS _cos (2V it) 

Va 
ch (2V/ #7) 
UV 
TJ CVE) CV 9 


5 


Rev>—1 


0 

[ sin (V5) to a 
0 

| p (x) dt 
0 


(t) dt 
@ (t) dt 


@ (T) dt, 


F (2V (—7) T)p(T) d7T 


D ce 


| . 12 d 
Va | P ( F)eo 

0 

Er Tr? 

AVE {res | ir) 90 & 
0 
À 2 

Va | exp (—T)z dx X 

0 


x | JT, CV ny  ? o() du 
0 
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22 


23 


24 


26 


27 


28 


29 


30 


92 


94 


: CO 
f (p) =P{ e Pi f(t) dt 


D 


P* + 
p° 
es (UD 
P_  _— y— 
VA f (V p+1) 


Pt) + 


f (1) 


Ÿ'(T, t—7T) p (t) d? 


x (7, t— 7) p(T) dt 


15" (E) 
rest d%+ (0) 


T 


l 
Tan @ (T) dt 


T— 


TO O (t) dt 


ot, 8 = 8 ot 8 Dre © 
8 


(— 1) p (1) 


TV) p (7) dr 


Suite 


LV ET) @ (7) dt 


t ee — 
, 2__rà 
L t2—7T 
t a _—- 
I, (VE) d 
een (t) dT 
i 
)— | PUF) 7 (9 à 
0 
. 
) | p(V —%)1, (T) dt 
0 


n° 


39 


30 


97 


38 


99 


40 


Suite 


Fo = p À e-Pt (0 at 70 
0 
_ d n 
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